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Sjetimo se da smo josˇ kao ucˇenici osnovne sˇkole naucˇili kako prebrojiti elemente nekog
skupa. Naime, svakom elementu pridruzˇili bismo naziv jednog prirodnog broja. Drugi
nacˇin, koji je vjerojatno stariji, direktno je usporedivanje elemenata dvaju skupova.
Odnosno, ako svakom elementu prvog skupa mozˇemo pridruzˇiti tocˇno jedan element dru-
gog skupa, onda kazˇemo da ti skupovi imaju jednak broj elemenata. Sasvim nam je jasno
da na taj nacˇin mozˇemo odrediti broj elemenata konacˇnih skupova. No, ukoliko se pitamo
kako usporediti beskonacˇne skupove, odgovor nije sasvim trivijalan. To je upravo bila mo-
tivacija ovog diplomskog rada. Stoga smo logicˇnim slijedom podijelili ovaj diplomski rad
kako bismo na koncu i odgovorili na to pitanje, u cˇiju je svrhu i sam Cantor, velicˇinu skupa
nazvao kardinalni broj.
Proucˇavat c´emo kardinalnost skupova. Za razumijevanje teksta potrebno je poznavanje
osnovnih pojmova iz matematicˇke analize i teorije skupova. Iako su svi osnovni pojmovi
koji su vezani uz temu ovog diplomskog rada navedeni u njemu samome, za bolje razu-
mijevanje dobro bi bilo poznavati pojmove koje smatramo osnovama matematike. Vec´ina
tvrdnji je detaljno dokazana, a onih nekoliko koje nisu, uglavnom proizlaze iz vec´ pret-
hodno dokazanih ili se dokazuju na potpuno analogan nacˇin vec´ dokazanom. Posebno,
teorem koji nije dokazan je teorem o dobrom uredaju, a njegov dokaz moguc´e je pronac´i u
navedenoj literaturi.
Rad je podijeljen u cˇetiri poglavlja. U prvom poglavlju govorimo o konacˇnosti i pre-
brojivosti. Uvedeni su osnovni pojmovi iz teorije skupova - pojam ekvipotentnih skupova,
konacˇnog i prebrojivog skupa te dokazane vazˇne tvrdnje u vezi s tim.
U drugom poglavlju bavimo se kardinalnim brojevima. Pocˇevsˇi od definicije kardi-
nalnog broja dolazimo do teorema poznatog kao Cantor-Schro¨der-Bernsteinov. Potom
razradujemo neke osnovne operacije s kardinalnim brojevima.
Trec´e poglavlje govori o kardinalnom broju realnih brojeva. Pocˇinjemo s osnovnim
pojmovima iz matematicˇke analize - pojam maksimuma skupa, minimuma, supremuma i
infimuma. Dajemo definiciju niza, reda, konvergencije niza te konvergencije reda. Koris-
timo decimalni prikaz realnog broja u vazˇnim tvrdnjama ovog poglavlja. U zadnjem dijelu
poglavlja racˇunamo s kardinalnim brojevima.
U cˇetvrtom poglavlju najprije uvodimo pojam binarne relacije. Zatim, definiramo
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ureden pa dobro ureden skup. Prvo dokazujemo pomoc´ne i bitne tvrdnje koje koristimo





Definicija 1.1.1. Za skupove S i T kazˇemo da su ekvipotentni i pisˇemo S  T ako postoji
bijekcija f : S → T. Ako skupovi S i T nisu ekvipotentni onda pisˇemo S  T.
Definicija 1.1.2. Za skup S kazˇemo da je konacˇan ako je S = ∅ ili S  {1, 2, . . . , n}, za
neki n ∈ N.
Napomena 1.1.3. Domena i kodomena funkcije mogu biti prazni skupovi.
Napomena 1.1.4. Ako su S , T i V skupovi te f : S → T i g : T → V bijekcije, tada je
g ◦ f : S → V bijekcija.
Dokaz. Naime, ako su x1, x2 ∈ S takvi da je x1 , x2, onda je f (x1) , f (x2) (jer je f
injekcija) te je g( f (x1)) , g( f (x2)) (jer je g injekcija).
Prema tome,
(g ◦ f )(x1) , (g ◦ f )(x2)
tj. g ◦ f je injekcija.
Nadalje, ako je z ∈ V onda postoji y ∈ T takav da je g(y) = z (jer je g surjekcija) pa postoji
x ∈ S takav da je f (x) = y (jer je f surjekcija).
Slijedi
(g ◦ f )(x) = g( f (x)) = g(y) = z
stoga je g ◦ f surjekcija. Dakle, g ◦ f je bijekcija. 
Iz ovoga dobivamo sljedec´i zakljucˇak: ako su S , T i V skupovi takvi da je S  T i
T  V , onda je S  V .
Uocˇimo i ovo: ako su S i T skupovi takvi da je S  T , onda je T  S .
Naime, ako je f : S → T bijekcija, onda je f −1 : T → S takoder bijekcija.
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Lema 1.1.5. Neka su S i T skupovi takvi da postoji bijekcija g : S → T. Pretpostavimo da
je a ∈ S i b ∈ T. Tada postoji bijekcija f : S → T takva da je f (a) = b.
Dokaz. Ako je g(a) = b, onda je g trazˇena funkcija f . Pretpostavimo da je g(a) , b.
Oznacˇimo c = g(a).
Definirajmo funkciju h : T → T na sljedec´i nacˇin:
h(x) =

c, x = b
b, x = c
x, x , b, x , c.
Tvrdimo da je h bijekcija.
Neka su x1, x2 ∈ T takvi da je x1 , x2. Imamo cˇetiri slucˇaja.
(1) x1, x2 < {b, c}.
Tada je h(x1) = x1, h(x2) = x2 pa je h(x1) , h(x2).
(2) x1 ∈ {b, c}, x2 < {b, c}.
Tada je h(x1) ∈ {b, c}, h(x2) < {b, c} pa je h(x1) , h(x2).
(3) x1 < {b, c}, x2 ∈ {b, c}.
Analogno kao u (2) dobivamo h(x1) , h(x2).
(4) x1, x2 ∈ {b, c}.
Tada je x1 = b i x2 = c ili x1 = c i x2 = b, pa je h(x1) , h(x2).
Dakle, h(x1) , h(x2). Prema tome, h je injekcija.
Neka je y ∈ T . Ako je y < {b, c}, onda je h(y) = y. Ako je y = b, onda je h(c) = y, a ako je
y = c onda je h(b) = y.
U svakom slucˇaju postoji x ∈ T takav da je h(x) = y. Prema tome h je surjekcija.
Time smo pokazali da je h bijekcija.
Definirajmo f = h◦g. Funkcija f : S → T je bijekcija (kao kompozicija dviju bijekcija).
Nadalje, vrijedi
f (a) = h (g(a)) = h(c) = b,
dakle f (a) = b. 
Lema 1.1.6. Neka su S i T skupovi, neka je f : S → T bijekcija te neka su x0 ∈ S i
y0 ∈ T takvi da je f (x0) = y0. Tada je funkcija g : S \ {x0} → T \ {y0} definirana sa
g(x) = f (x),∀x ∈ S \ {x0} bijekcija.
Dokaz. Uocˇimo prvo da je funkcija g dobro definirana, naime ako je x ∈ S \ {x0} onda je
f (x) ∈ T \{y0} jer bi u suprotnom vrijedilo f (x) = y0 sˇto bi bilo u kontradikciji s cˇinjenicom
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da je f injekcija (jer je f (x0) = y0).
Neka su x1, x2 ∈ S \ {x0}, x1 , x2. Tada je f (x1) , f (x2) (jer je f injekcija) pa je ocˇito
g(x1) , g(x2). Dakle g je injekcija.
Neka je y ∈ T \ {y0}. Tada postoji x ∈ S takav da je f (x) = y (zato sˇto je f surjekcija).
Imamo
f (x0) = y0 , y = f (x)
pa je f (x0) , f (x) sˇto povlacˇi da je x0 , x.
Dakle,
x ∈ S \ {x0} i g(x) = f (x) = y.
Time smo dokazali da je g surjekcija.
Zakljucˇak: g je bijekcija. 
Propozicija 1.1.7. Za m, n ∈ N takve da je m , n vrijedi {1, . . . , n}  {1, . . . ,m}.
Dokaz. Dovoljno je dokazati da za svaki n ∈ N vrijedi sljedec´e:
za ∀m > n vrijedi {1, . . . , n}  {1, . . . ,m}.
Dokazˇimo ovu tvrdnju indukcijom po n.
Za n = 1 tvrdnja ocˇito vrijedi, naime ne postoji bijekcija {1} → {1, . . . ,m} za m > 1.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n ∈ N, tj. da za neki n ∈ N vrijedi
{1, . . . , n}  {1, . . . ,m} za svaki m > n.
Dokazˇimo da tvrdnja vrijedi za n + 1. Neka je m > n + 1.
Pretpostavimo da je
{1, . . . , n + 1}  {1, . . . ,m}.
Tada postoji bijekcija f : {1, . . . , n + 1} → {1, . . . ,m}.
Prema lemi 1.1.5 mozˇemo pretpostaviti da je f (n + 1) = m. Prema lemi 1.1.6 postoji
bijekcija g : {1, . . . , n} → {1, . . . ,m − 1}.
Dakle,
{1, . . . , n}  {1, . . . ,m − 1},
no n < m − 1 jer (n + 1 < m). Ovo je u kontradikciji s induktivnom pretpostavkom, tj. s
pretpostavkom da tvrdnja koju dokazujemo vrijedi za n.
Prema tome,
{1, . . . , n + 1}  {1, . . . ,m}.
Time smo dokazali da tvrdnja vrijedi za n + 1 pa zakljucˇujemo da tvrdnja vrijedi za svaki
n ∈ N. Time je tvrdnja propozicije dokazana. 
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Korolar 1.1.8. Neka je S neprazan konacˇan skup. Tada postoji jedinstveni n ∈ N takav da
je S  {1, . . . , n}.
Dokaz. Prema definiciji konacˇnog skupa postoji n ∈ N takav da je S  {1, . . . , n}.
Pretpostavimo da postoji m ∈ N takav da je
m , n i S  {1, . . . ,m}.
Iz napomene 1.1.4 slijedi da je {1, . . . , n}  {1, . . . ,m}. No, ovo je u kontradikciji s propo-
zicijom 1.1.7.
Time je tvrdnja korolara dokazana. 
Definicija 1.1.9. Za skup S kazˇemo da je prebrojiv ako je S konacˇan ili S  N.
Lema 1.1.10. Neka je T ⊆ S , T , ∅. Tada postoji surjekcija S → T.
Dokaz. Odaberimo t0 ∈ T . Neka je f : S → T funkcija definirana s
f (x) =
{
x, ako je x ∈ T
t0, ako x < T .
Tada je f ocˇito surjekcija. 
Napomena 1.1.11. Kompozicija dviju injekcija je injekcija. Kompozicija dviju surjekcija
je surjekcija.
Dokaz. To je dokazano u napomeni 1.1.4. 
Lema 1.1.12. Unija konacˇnog skupa i jednocˇlanog skupa je konacˇan skup.
Dokaz. Neka je S konacˇan skup te neka je T jednocˇlan skup, T = {x0}.
Ako je S = ∅, onda je S ∪ T = T pa je S ∪ T konacˇan skup.
Ako je S , ∅, onda postoji n ∈ N i bijekcija f : {1, . . . , n} → S .
Ako je x0 ∈ S , onda je S ∪ T = S pa je S ∪ T konacˇan skup.
Ako je x0 , S , definiramo g : {1, . . . , n + 1} → S ∪ T s
g(i) =
{
f (i), i ≤ n
x0, i = n + 1.
Lako se vidi da je g bijekcija. Prema tome S ∪ T je konacˇan skup. 
Propozicija 1.1.13. Neka je n ∈ N te neka je S skup takav da postoji surjekcija
{1, . . . , n} → S . Tada je S konacˇan skup.
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Dokaz. Dokazˇimo ovu tvrdnju indukcijom po n.
Ako je S skup takav da postoji surjekcija {1} → S , onda je S jednocˇlan skup pa je konacˇan.
Prema tome, tvrdnja vrijedi za n = 1.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n ∈ N. Neka je S skup takav da postoji surjekcija
f : {1, . . . , n + 1} → S .
Tada je
S = { f (1), . . . , f (n + 1)}.
Neka je
T = { f (1), . . . , f (n)}.
Ocˇito postoji surjekcija {1, . . . , n} → T . Prema induktivnoj pretpostavci skup T je konacˇan.
Iz
S = T ∪ { f (n + 1)}
i leme 1.1.12 slijedi da je S konacˇan skup.
Dakle, tvrdnja vrijedi za n + 1 pa je time propozicija dokazana. 
Korolar 1.1.14. Svaki podskup konacˇnog skupa je konacˇan.
Dokaz. Neka je S konacˇan skup te neka je T ⊆ S . Ako je T = ∅ onda je T konacˇan skup.
Pretpostavimo da je T , ∅. Prema lemi 1.1.10 postoji surjekcija g : S → T . Buduc´i da je
S konacˇan skup i S , ∅ (jer je T , ∅) postoje n ∈ N i bijekcija h : {1, . . . , n} → S .
Tada je
g ◦ h : {1, . . . , n} → T
surjekcija (kao kompozicija dviju surjekcija), pa iz propozicije 1.1.13 slijedi da je T konacˇan
skup. 
Teorem 1.1.15. Neka je S neprazan skup. Tada je S prebrojiv ako i samo ako postoji
surjekcija N→ S .
Dokaz. Pretpostavimo da je S prebrojiv. Tada je S konacˇan ili S  N. Ako je S konacˇan
(a znamo da je S , ∅), onda postoji n ∈ N takav da je {1, . . . , n}  S .
Dakle, postoji bijekcija
g : {1, . . . , n} → S .
Prema lemi 1.1.10 postoji surjekcija
f : N→ {1, . . . , n}.
Prema napomeni 1.1.11
g ◦ f : N→ S
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je surjekcija. Ako je S  N, onda ocˇito postoji surjekcija N→ S .
Obratno, pretpostavimo da postoji surjekcija f : N→ S .
Zˇelimo dokazati da je S prebrojiv skup. To ocˇito vrijedi ako je S konacˇan.
Pretpostavimo da S nije konacˇan.
Definirajmo funkciju g : N→ S indukcijom na sljedec´i nacˇin: neka je g(1) = f (1).
Pretpostavimo da je n ∈ N te da smo definirali g(1), . . . , g(n) ∈ S . Tvrdimo da postoji i ∈ N
takav da
f (i) < {g(1), . . . , g(n)}.
Pretpostavimo suprotno.
Tada za svaki i ∈ N vrijedi
f (i) ∈ {g(1), . . . , g(n)}.
Neka je x ∈ S . Buduc´i da je f surjekcija postoji i ∈ N takav da je x = f (i).
Slijedi
x ∈ {g(1), . . . , g(n)}.
Prema tome S ⊆ {g(1), . . . , g(n)}.
Neka je
h : {1, . . . , n} → {g(1), . . . , g(n)}, h(i) = g(i) ∀i ∈ {1, . . . , n}.
Ocˇito je h surjekcija pa iz propozicije 1.1.13 slijedi da je skup {g(1), . . . , g(n)} konacˇan. Iz
S ⊆ {g(1), . . . , g(n)} i korolara 1.1.14 slijedi da je S konacˇan skup, sˇto je u kontradikciji s
pretpostavkom da S nije konacˇan.
Prema tome postoji i ∈ N takav da f (i) < {g(1), . . . , g(n)}.
Neka je
k = min{i ∈ N | f (i) < {g(1), . . . , g(n)}}.
Definiramo g(n + 1) = f (k).
Uocˇimo da
f (k) < {g(1), . . . , g(n)},
dakle
g(n + 1) < {g(1), . . . , g(n)}. (1.1)
Time smo definirali funkciju g : N→ S . Dokazˇimo da je g bijekcija.
Neka su i, j ∈ N takvi da je i < j. Definirajmo n = j− 1, tada je j = n + 1 pa iz (1.1) slijedi
g( j) < {g(1), . . . , g( j − 1)}.
Iz i < j slijedi i ≤ j − 1 pa zakljucˇujemo da je g( j) , g(i). Dakle g(i) , g( j) za sve i, j ∈ N
takve da je i < j. Stoga je g injekcija.
Da bismo dokazali da je g surjekcija dovoljno je dokazati sljedec´e:
∀i ∈ N ∃ j ∈ N takav da je f (i) = g( j). (1.2)
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Naime, ako je x ∈ S onda postoji i ∈ N takav da je x = f (i) (jer je f surjekcija), pa ako
vrijedi (1.2) onda postoji j ∈ N takav da je f (i) = g( j) pa je x = g( j).
Dokazˇimo indukcijom po n ∈ N da je
f (1), . . . , f (n) ∈ {g(1), . . . , g(n)}. (1.3)
Za n = 1 ovo vrijedi zbog g(1) = f (1).
Pretpostavimo da (1.3) vrijedi za neki n ∈ N.
Tvrdimo da je
f (1), . . . , f (n + 1) ∈ {g(1), . . . , g(n + 1)}.
Iz (1.3) odmah slijedi da je
f (1), . . . , f (n) ∈ {g(1), . . . , g(n + 1)}.
Pretpostavimo da
f (n + 1) < {g(1), . . . , g(n + 1)}. (1.4)
Tada
f (n + 1) < {g(1), . . . , g(n)},
pa zbog (1.3),
n + 1 = min{i ∈ N | f (i) < {g(1), . . . , g(n)}}.
Iz definicije funkcije g slijedi g(n + 1) = f (n + 1), a to je u kontradikciji s (1.4).
Dakle,
f (n + 1) ∈ {g(1), . . . , g(n + 1)}
i time je induktivni dokaz zavrsˇen. Dakle (1.3) vrijedi za svaki n ∈ N.
Posebno za svaki i ∈ N vrijedi
f (i) ∈ {g(1), . . . , g(i)}
pa zakljucˇujemo da vrijedi (1.2).
Prema tome, g je surjekcija. Time smo dokazali da je g : N→ S bijekcija pa imamoN  S ,
sˇto znacˇi da je S prebrojiv skup. 
Korolar 1.1.16. Neka je S prebrojiv skup te neka je T ⊆ S . Tada je T prebrojiv skup.
Dokaz. Ako je T = ∅, tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da je T , ∅. Tada je S , ∅, pa prema teoremu 1.1.15 postoji surjekcija
f : N→ S . Nadalje, prema lemi 1.1.10 postoji surjekcija g : S → T .
Imamo da je g◦ f : N→ T surjekcija pa iz teorema 1.1.15 slijedi da je T prebrojiv skup. 
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1.2 Unije i familije skupova
Propozicija 1.2.1. Neka su A i B konacˇni skupovi. Tada je A ∪ B konacˇan skup.
Dokaz. Vrijedi
A ∪ B = (A\B) ∪ B,
a skupovi A\B i B su disjunktni. Stoga mozˇemo odmah pretpostaviti da su A i B disjunktni
skupovi. Nadalje, tvrdnja je ocˇita ako je barem jedan od skupova A i B prazan, stoga
mozˇemo pretpostaviti da su A i B neprazni.
Buduc´i da su A i B konacˇni postoje n,m ∈ N i bijekcije
f1 : A→ {1, . . . , n} i f2 : B→ {1, . . . ,m}.
Definiramo funkciju g : A ∪ B→ {1, . . . , n, n + 1, . . . , n + m} s
g(x) =
{
f1(x), x ∈ A
f2(x) + n, x ∈ B.
Tvrdimo da je g bijekcija. Neka su x, x¯ ∈ A ∪ B, x , x¯.
Ako su x, x¯ ∈ A ili x, x¯ ∈ B, onda je g(x) , g(x¯) jer su f1 i f2 injekcije. Ako su x ∈ A i
x¯ ∈ B onda je
g(x) = f1(x) ≤ n < n + f2(x¯) = g(x¯)
pa je
g(x) , g(x¯).
Do istog zakljucˇka dolazimo ako je x ∈ B i x¯ ∈ A. Prema tome g je injekcija.
Neka je
y ∈ {1, . . . , n, n + 1, . . . , n + m}.
Ako je y ≤ n onda postoji x ∈ A takav da je f1(x) = y (jer je f1 surjekcija), pa je g(x) = y.
Ako je y > n onda je
n + 1 ≤ y ≤ n + m
pa je
1 ≤ y − n ≤ m.
Buduc´i da je f2 surjekcija postoji x ∈ B takav da je y − n = f2(x).
Slijedi g(x) = y. Prema tome, g je surjekcija.
Dakle,
A ∪ B  {1, . . . , n + m}
pa je tvrdnja propozicije dokazana. 
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Propozicija 1.2.2. Ako je n ∈ N te ako su A1, . . . , An konacˇni skupovi onda je A1 ∪ . . .∪ An
konacˇan skup.
Dokaz. Dokazˇimo ovu tvrdnju indukcijom po n.
Za n = 1 tvrdnja je ocˇita. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n ∈ N.
Neka su A1, . . . , An+1 konacˇni skupovi.
Vrijedi
A1 ∪ . . . ∪ An+1 = (A1 ∪ . . . ∪ An) ∪ An+1
pa iz induktivne pretpostavke i propozicije 1.2.1 slijedi da je A1 ∪ . . .∪ An+1 konacˇan skup.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. 
Korolar 1.2.3. Neka je F konacˇna familija konacˇnih skupova. Tada je ⋃F∈F F konacˇan
skup.
Dokaz. Ako je F = ∅ onda je ⋃
F∈F
F = ∅
pa je tvrdnja jasna.
Pretpostavimo da je F , ∅. Tada postoje n ∈ N i bijekcija A : {1, . . . , n} → F .
Slijedi
F = {A(1), . . . , A(n)}
pa je ⋃
F∈F
F = A(1) ∪ . . . ∪ A(n).




F∈F F je konacˇan skup. 
Propozicija 1.2.4. Skup N × N je prebrojiv.
Dokaz. Za prost broj p neka je fp : N→ N funkcija koja broju x ∈ N pridruzˇuje eksponent
kojim p dolazi u rastavu broja x na proste faktore.
Definirajmo
g : N→ N × N, g(x) = ( f2(x), f3(x)).
Tada je g surjekcija. Naime, ako su a, b ∈ N onda za x = 2a3b vrijedi
g(x) = (a, b).
Prema teoremu 1.1.15 skup N × N je prebrojiv. 
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Propozicija 1.2.5. Neka je F prebrojiva familija prebrojivih skupova. Tada je ⋃F∈F F
prebrojiv skup.
Dokaz. Mozˇemo pretpostaviti da ∅ < F . Inacˇe gledamo familiju F \{∅} koja je prebrojiva
(korolar 1.1.16) te cˇiji elementi su prebrojivi neprazni skupovi.
Ako je F = ∅, onda je tvrdnja jasna. Pretpostavimo da je F , ∅. Prema teoremu 1.1.15
postoji surjekcija A : N→ F .
Dakle,
F = {A(1), A(2), . . .}.
Neka je n ∈ N. Skup A(n) je neprazan prebrojiv pa prema teoremu 1.1.15 postoji surjekcija
xn : N→ A(n).
Tvrdimo da je ⋃
F∈F
F = {xn(i) | n, i ∈ N}. (1.5)






Obratno, neka je y ∈ ⋃F∈F F. Tada postoji F ∈ F takav da je y ∈ F. Nadalje, postoji
n ∈ N takav da je F = A(n). Dakle, y ∈ A(n). Buduc´i da je xn surjekcija postoji i ∈ N takav
da je y = xn(i). Time smo pokazali da vrijedi (1.5).
Definirajmo funkciju
f : N × N→
⋃
F∈F
F, f (n, i) = xn(i).
Iz (1.5) slijedi da je f surjekcija. Prema propoziciji 1.2.4, N×N je prebrojiv skup pa postoji
surjekcija g : N→ N × N.
Funkcija




je surjekcija kao kompozicija dviju surjekcija. Prema teoremu 1.1.15,
⋃
F∈F F je prebrojiv
skup. 
Korolar 1.2.6. Neka su S i T prebrojivi skupovi. Tada je S ∪ T prebrojiv skup.
Dokaz. Neka je F = {S ,T }. Ocˇito je F prebrojiva familija prebrojivih skupova. Iz propo-
zicije 1.2.5 slijedi da je
⋃
F∈F F prebrojiv skup.
No, ocˇito je ⋃
F∈F




2.1 Klasa svih skupova
Pretpostavimo da postoji skup svih skupova. Oznacˇimo ga saV.
Definirajmo
A = {S ∈ V | S < S }.
Tada je A skup pa je A ∈ V.
Ako A < A, onda prema definiciji od A, vrijedi A ∈ A sˇto je ocˇito nemoguc´e. Ako je A ∈ A,
onda iz definicije od A slijedi da A < A.
Stoga zakljucˇujemo da ne postoji skup svih skupova.
Zˇelimo, za zadani skup S , definirati kardinalni broj skupa S kao skup svih skupova T
takvih da je S  T . No, skup svih takvih T ne mora postojati (prethodno smo vidjeli da ne
postoji skup svih skupova). Stoga c´emo koristiti pojam klase.
Pojam klase te pojam ”biti element klase” shvac´amo na isti nacˇin kao pojam skupa i pojam
”biti element skupa”. Jedina razlika izmedu ovih pojmova je u sljedec´em: smatramo da
postoji klasa svih skupova.
Za oznacˇavanje skupova koristimo { i }, a za oznacˇavanje klasa koristit c´emo { i }. Praznu
klasu oznacˇavamo ∅. Da je x element klase K oznacˇavamo x ∈ K. Klasu svih skupova
oznacˇavamo s ∫ .
Definicija 2.1.1. Neka je S skup. Tada postoji klasa svih skupova T takvih da je S  T.
Naime, to je upravo klasa
{T ∈ ∫ | S  T }.
Tu klasu oznacˇavamo sa card S i nazivamo kardinalni broj skupa S .
Dakle,
card S = {T skup | S  T }.
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Propozicija 2.1.2. Neka su S i T skupovi. Tada je S  T ⇐⇒ card S = card T.
Dokaz. Pretpostavimo da je S  T .
Neka je V ∈ card S . Tada je V skup i S  V . Kako je S  T slijedi da je T  V . Prema
tome V ∈ card T . Analogno vidimo da za svaki V ∈ card T vrijedi da je V ∈ card S .
Prema tome, card S = card T.
Obratno, ocˇito je S ∈ card S pa slijedi da je S ∈ card T , a to povlacˇi da je S  T . 
Ako kazˇemo da je k kardinalni broj, to c´e znacˇiti da je k = card S za neki skup S .
Definicija 2.1.3. Neka su k1 i k2 kardinalni brojevi. Pisˇemo k1 ≤ k2 ako postoje skupovi A
i B takvi da je k1 = card A i k2 = card B te takvi da postoji injekcija A→ B.
Propozicija 2.1.4. Neka su k1 i k2 kardinalni brojevi takvi da je k1 ≤ k2. Neka su S i T
skupovi takvi da je k1 = card S i k2 = card T. Tada postoji injekcija S → T.
Dokaz. Zbog k1 ≤ k2 postoje skupovi A i B takvi da je k1 = card A i k2 = card B te takvi da
postoji injekcija g : A→ B.
Imamo card S = card A i card T = card B. Iz propozicije 2.1.2 slijedi da je S  A i T  B.
Stoga postoje bijekcije f1 : S → A i f2 : B→ T .
Funkcija
( f2 ◦ g) ◦ f1 : S → T
je injekcija (kao kompozicija injekcija). Time je tvrdnja propozicije dokazana. 
Iz propozicije 2.1.4 slijedi da za sve skupove S i T vrijedi sljedec´a ekvivalencija:
card S ≤ card T ⇐⇒ ∃ injekcija S → T. (2.1)
Propozicija 2.1.5.
(1) Za svaki kardinalni broj k vrijedi k ≤ k.
(2) Ako su k1, k2 i k3 kardinalni brojevi takvi da je k1 ≤ k2 i k2 ≤ k3 onda je k1 ≤ k3.
Dokaz.
(1) Neka je S skup takav da je k = card S . Funkcija f : S → S , f (x) = x, je ocˇito
injekcija. Prema tome k ≤ k.
(2) Neka su A, B i C skupovi takvi da je card A ≤ card B i card B ≤ card C. Tada postoje
injekcije f : A→ B i g : B→ C.
Funkcija g ◦ f : A→ C je injekcija, dakle card A ≤ card C.
Time je tvrdnja (2) dokazana.

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2.2 Cantor-Schro¨der-Bernsteinov teorem
Lema 2.2.1. Neka su X, Y i Z skupovi takvi da je X ⊆ Y ⊆ Z i X  Z. Tada je Y  Z.
Dokaz. Prema pretpostavci postoji bijekcija f : Z → X.
Za svaki n ∈ N0 definirajmo funkciju f n : Z → Z indukcijom na sljedec´i nacˇin: neka je f 0
identiteta na Z, tj. f 0(z) = z, ∀z ∈ Z.
Pretpostavimo da smo definirali f n : Z → Z za neki n ∈ N.
Definirajmo f n+1 : Z → Z sa
f n+1(z) = f ( f n(z)) , ∀z ∈ Z.
Definirajmo funkciju g : Z → Y na sljedec´i nacˇin:
g(z) =
{
f (z), z ∈ ⋃n∈N0 f n(Z\Y)
z, inacˇe.
Uocˇimo da je funkcija g dobro definirana, tj. da je g(z) ∈ Y , ∀z ∈ Z. Naime, u prvom
slucˇaju to je istina jer je
f (z) ∈ X, a X ⊆ Y.
U drugom slucˇaju imamo





z < f 0(Z\Y) tj. z < Z\Y.
Stoga je z ∈ Y , tj. g(z) ∈ Y .
Tvrdimo da je g bijekcija. Neka su z1, z2 ∈ Z takvi da je z1 , z2.
Tvrdimo da je













Tada je g(z1) = z1 i g(z2) = z2 pa zbog z1 , z2 vrijedi (2.2).









Slijedi da postoji m ∈ N0 takav da je z1 ∈ f m(Z\Y). Slijedi da je z1 = f m(a) za neki
a ∈ Z\Y .
Stoga je























Na isti nacˇin kao u trec´em slucˇaju dobivamo da vrijedi (2.2).
Zakljucˇak: g je injekcija.












Tada postoji m ∈ N0 takav da je y ∈ f m(Z\Y). Stoga je y = f m(a) za neki a ∈ Z\Y .
Uocˇimo da je m ≥ 1 (jer ako je m = 0 imamo y = f 0(a) = a ∈ Z\Y , a to je nemoguc´e
jer je y ∈ Y).
Definirajmo z = f m−1(a).
Vrijedi
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Stoga je




= f m(a) = y.
Dakle g(z) = y.
Zakljucˇak: g je surjekcija. Time je tvrdnja leme dokazana. 
Napomena 2.2.2. Neka su S i T skupovi te neka je f : S → T injekcija. Tada je S  f (S ).
Dokaz. Naime, funkcija g : S → f (S ) definirana s g(x) = f (x) je ocˇito bijekcija. 
Napomena 2.2.3. Neka su S ,T i V skupovi te f : S → T i g : T → V funkcije. Neka je
A ⊆ S . Tada je (g ◦ f )(A) = g ( f (A)).
Dokaz. Neka je z ∈ (g ◦ f )(A). Tada postoji x ∈ A takav da je z = (g ◦ f )(x). Slijedi
z = g ( f (x)). Ocˇito je f (x) ∈ f (A) pa je
g ( f (x)) ∈ g ( f (A)) tj. z ∈ g ( f (A)) .
Obratno, pretpostavimo da je z ∈ g ( f (A)). Tada postoji y ∈ f (A) takav da je z = g(y).
Nadalje, postoji x ∈ A takav da je y = f (x).
Slijedi
z = g ( f (x)) = (g ◦ f )(x).
Prema tome z ∈ (g ◦ f )(A). 
Napomena 2.2.4. Neka je f : S → T funkcija te neka su A i B podskupovi od S takvi da
je A ⊆ B. Tada je ocˇito f (A) ⊆ f (B).
Teorem koji slijedi poznat je i pod nazivom Cantor-Schro¨der-Bernsteinov teorem.
Teorem 2.2.5. Neka su k1 i k2 kardinalni brojevi takvi da je k1 ≤ k2 i k2 ≤ k1. Tada je
k1 = k2.
Dokaz. Neka su S i T skupovi takvi da je k1 = card S i k2 = card T .
Prema pretpostavci teorema postoje injekcije f : S → T i g : T → S . Tada je g◦ f : S → S
takoder injekcija pa prema napomeni 2.2.2 vrijedi S  (g ◦ f )(S ).
Prema napomeni 2.2.3 vrijedi
(g ◦ f )(S ) = g ( f (S )) .
Stoga je S  g ( f (S )). Ocˇito je f (S ) ⊆ T pa prema napomeni 2.2.4 vrijedi g ( f (S )) ⊆ g(T ).
Imamo dakle
g ( f (S )) ⊆ g(T ) ⊆ S
i
g ( f (S ))  S .
Iz leme 2.2.1 slijedi S  g(T ). Prema napomeni 2.2.2 vrijedi g(T )  T pa zakljucˇujemo da
je S  T . Iz propozicije 2.1.2 slijedi da je k1 = k2. 
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2.3 Osnovne operacije s kardinalnim brojevima
Propozicija 2.3.1. Neka su S i T skupovi takvi da je S , ∅ te neka je f : S → T injekcija.
Tada postoji surjekcija T → S .
Dokaz. Prema napomeni 2.2.2 vrijedi S  f (S ). Stoga postoji bijekcija h : f (S ) → S .
Ocˇito je f (S ) neprazan podskup od T (jer je S , ∅) pa prema lemi 1.1.10 postoji surjekcija
g : T → f (S ). Funkcija h ◦ g : T → S je surjekcija kao kompozicija dviju surjekcija. 
Propozicija 2.3.2. Neka su S i T skupovi te neka je f : S → T surjekcija. Tada postoji
injekcija T → S .
Dokaz. Za y ∈ T neka je
A(y) = {x ∈ S | f (x) = y}.
Za svaki y ∈ T vrijedi A(y) , ∅ (jer je f surjekcija) pa odaberimo neki element od A(y) i
oznacˇimo ga s g(y). Na taj nacˇin smo dobili funkciju g : T → S takvu da je g(y) ∈ A(y) za
svaki y ∈ T .
Neka su y1 i y2 ∈ T , y1 , y2. Skupovi A(y1) i A(y2) su disjunktni (kad bi postojao neki x
koji se nalazi u presjeku ovih skupova, onda bi vrijedilo f (x) = y1 i f (x) = y2, sˇto je ocˇito
nemoguc´e) pa zbog g(y1) ∈ A(y1) i g(y2) ∈ A(y2) imamo g(y1) , g(y2).
Prema tome g je injekcija. 
Korolar 2.3.3. Neka su S i T skupovi. Tada je
card S ≤ card T ⇐⇒ ∃ surjekcija T → S .
Dokaz. Prema zadnje dvije propozicije vrijedi
∃ injekcija S → T ⇐⇒ ∃ surjekcija T → S .
Iz ovoga i (2.1) slijedi tvrdnja korolara. 
Lema 2.3.4. Neka su S i T skupovi. Tada postoje disjunktni skupovi S ′ i T ′ takvi da je
S ′  S i T ′  T.
Dokaz. Ako stavimo S ′ = {1} × S i T ′ = {2} × T , onda su S ′ i T ′ skupovi s trazˇenim
svojstvom. 
Lema 2.3.5. Neka su S , T , S ′ i T ′ skupovi takvi da S ∩ T = ∅, S ′ ∩ T ′ = ∅, S  S ′ i
T  T ′. Tada je S ∪ T  S ′ ∪ T ′.
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Dokaz. Kako je S  S ′ i T  T ′ postoje bijekcije f : S → S ′ i g : T → T ′.
Definirajmo funkciju h : S ∪ T → S ′ ∪ T ′ na sljedec´i nacˇin:
h(x) =
{
f (x), x ∈ S
g(x), x ∈ T.
Tvrdimo da je h bijekcija. Neka su x1, x2 ∈ S ∪ T , x1 , x2.
Ako su x1, x2 ∈ S onda je f (x1) , f (x2) jer je f injekcija, dakle h(x1) , h(x2).
Do istog zakljucˇka dolazimo kada su x1, x2 ∈ T .
Pretpostavimo da je x1 ∈ S i x2 ∈ T . Tada je h(x1) = f (x1) ∈ S ′ i h(x2) = g(x2) ∈ T ′ pa
zbog S ′ ∩ T ′ = ∅ vrijedi h(x1) , h(x2).
Do istog zakljucˇka dolazimo kada je x1 ∈ T i x2 ∈ S . Time smo pokazali da je h injekcija.
Neka je y ∈ S ′ ∪ T ′. Ako je y ∈ S ′ tada postoji x ∈ S takav da je f (x) = y (jer je f
surjekcija) tj. h(x) = y.
Ako je y ∈ T ′ tada postoji x ∈ T takav da je g(x) = y tj. h(x) = y.
Zakljucˇak: h je surjekcija.
Prema tome, h je bijekcija, odnosno S ∪ T  S ′ ∪ T ′. 
Definicija 2.3.6. Neka su k1 i k2 kardinalni brojevi. Iz leme 2.3.4 slijedi da postoje disjun-
ktni skupovi A i B takvi da je k1 = card A i k2 = card B.
Definiramo
k1 + k2 = card(A ∪ B).
Za k1 + k2 kazˇemo da je zbroj kardinalnih brojeva k1 i k2.
Pokazˇimo da ova definicija ne ovisi o izboru skupova A i B.
Pretpostavimo da su A′ i B′ disjunktni skupovi takvi da je k1 = card A′ i k2 = card B′.
Tada je A  A′ i B  B′ pa iz prethodne leme slijedi da je
A ∪ B  A′ ∪ B′,
tj.
card(A ∪ B) = card(A′ ∪ B′).
Dakle, definicija kardinalog broja k1 + k2 zaista ne ovisi odabiru skupova A i B.
Propozicija 2.3.7. Neka su k1, k2 i k3 kardinalni brojevi. Tada vrijedi:
(1) k1 + k2 = k2 + k1,
(2) (k1 + k2) + k3 = k1 + (k2 + k3),
(3) k1 + card ∅ = k1.
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Dokaz. Tvrdnje (1) i (3) direktno slijede iz cˇinjenice da za sve skupove A i B vrijedi
A ∪ B = B ∪ A i A ∪ ∅ = A.
Neka su A′, B′ i C′ skupovi takvi da je k1 = card A′, k2 = card B′ i k3 = card C′.
Definirajmo
A = {1} × A′, B = {2} × B′ i C = {3} ×C′.
Tada su skupovi A, B i C u parovima disjunktni te vrijedi
k1 = card A, k2 = card B i k3 = card C.
Skupovi A ∪ B i C su ocˇito disjunktni. Takoder, skupovi A i B ∪C su disjunktni.
Imamo
(k1 + k2) + k3 = card(A ∪ B) + card C
= card ((A ∪ B) ∪C)
= card (A ∪ (B ∪C))
= card A + card(B ∪C) = k1 + (k2 + k3).

Lema 2.3.8. Neka su A, B, A′ i B′ skupovi takvi da je A  A′ i B  B′.
Tada je A × B  A′ × B′.
Dokaz. Neka su f : A→ A′ i g : B→ B′ bijekcije.
Definirajmo funkciju
h : A × B→ A′ × B′, h(x, y) = ( f (x), g(y)) .
Zˇelimo pokazati da je h bijekcija. Neka su z1, z2 ∈ A × B, z1 , z2. Imamo z1 = (x1, y1) i
z2 = (x2, y2), gdje su x1, x2 ∈ A i y1, y2 ∈ B. Iz z1 , z2 slijedi x1 , x2 ili y1 , y2 pa iz
cˇinjenice da su f i g injekcije slijedi da je f (x1) , f (x2) ili g(y1) , g(y2).
Stoga je
( f (x1), g(y1)) , ( f (x2), g(y2)) ,
tj. h(z1) , h(z2). Prema tome h je injekcija.
Neka je w ∈ A′×B′. Tada je w = (u, v) gdje su u ∈ A′ i v ∈ B′. Buduc´i da su f i g surjekcije
postoje x ∈ A i y ∈ B takvi da je f (x) = u i g(y) = v.
Neka je z = (x, y).
Tada je z ∈ A × B te je
h(z) = ( f (x), g(y)) = (u, v) = w,
dakle h(z) = w. Prema tome h je surjekcija.
Zakljucˇak: A × B  A′ × B′.

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Definicija 2.3.9. Neka su k1 i k2 kardinalni brojevi. Tada postoje skupovi A i B takvi da je
k1 = card A i k2 = card B.
Definiramo
k1 · k2 = card (A × B) .
Za k1 · k2 kazˇemo da je umnozˇak kardinalnih brojeva k1 i k2.
Da ova definicija ne ovisi o izboru skupova A i B slijedi direktno iz prethodne leme.
Propozicija 2.3.10. Neka su k1, k2 i k3 kardinalni brojevi. Tada vrijedi:
(1) k1 · k2 = k2 · k1,
(2) (k1 · k2) · k3 = k1 · (k2 · k3).
Dokaz. Neka su A, B i C skupovi takvi da je k1 = card A, k2 = card B i k3 = card C.
Definirajmo funkciju
h : A × B→ B × A, h(x, y) = (y, x).
Ocˇito je h bijekcija.
Stoga je
A × B  B × A, tj. card(A × B) = card(B × A).
Iz ovoga odmah slijedi tvrdnja (1).
Neka je
g : (A × B) ×C → A × (B ×C)
funkcija definirana sa
g ((x, y), z) = (x, (y, z)) .
Ocˇito je g bijekcija.
Slijedi
(A × B) ×C  A × (B ×C) ,
tj.
card ((A × B) ×C) = card (A × (B ×C))
pa zakljucˇujemo da vrijedi tvrdnja (2). 
Propozicija 2.3.11. Neka su k1, k2 i k3 kardinalni brojevi.
Tada je (k1 + k2) · k3 = (k1k3) + (k2k3).
Dokaz. Neka su A, B i C skupovi takvi da je k1 = card A, k2 = card B, k3 = card C i
A ∩ B = ∅.
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Ocˇito je (A ∪ B) ×C = (A ×C) ∪ (B ×C) te (A ×C) ∩ (B ×C) = ∅.
Stoga vrijedi:
(k1 + k2) · k3 = card (A ∪ B) · card C
= card ((A ∪ B) ×C)
= card ((A ×C) ∪ (B ×C))
= card (A ×C) + card (B ×C) = k1 · k3 + k2 · k3.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. 
Oznacˇimo 0 = card ∅. Uocˇimo da je 0 = {∅}. Prema propoziciji 2.3.7 vrijedi k + 0 = k
za svaki kardinalni broj k.
Za skup S kazˇemo da je jednocˇlan ako postoji a takav da je S = {a}. Ako su S i T skupovi
takvi da je S jednocˇlan onda je S  T ako i samo ako je T jednocˇlan skup.
Stoga je kardinalni broj bilo kojeg jednocˇlanog skupa klasa svih jednocˇlanih skupova. Tu
klasu oznacˇavamo 1.
Dakle, 1 = card S za svaki jednocˇlan skup S .
Propozicija 2.3.12. Za svaki kardinalni broj k vrijedi 1 · k = k.
Dokaz. Neka je S skup te neka je A jednocˇlan skup. Imamo A = {a} za neki a.
Vrijedi
A × S = {(a, x) | x ∈ S }.
Funkcija S → A × S , x 7→ (a, x) je ocˇito bijekcija.
Stoga je S  A × S pa je
card S = card (A × S )
= card A · card S
= 1 · card S .
Dakle, card S = 1 · card S za svaki skup S .
Time je tvrdnja propozicije dokazana. 
Propozicija 2.3.13. Neka su k1, k2 i k3 kardinalni brojevi takvi da je k1 ≤ k2. Tada je
k1 + k3 ≤ k2 + k3 i k1 · k3 ≤ k2 · k3.
Dokaz. Neka su A, B i C skupovi takvi da je k1 = card A, k2 = card B i k3 = card C.
Mozˇemo pretpostaviti, kao u dokazu propozicije 2.3.7 da su skupovi A, B i C u parovima
disjunktni. Iz k1 ≤ k2 slijedi da postoji injekcija f : A→ B.
Definirajmo funkciju g : A ∪C → B ∪C s
g(x) =
{
f (x), x ∈ A
x, x ∈ C.
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Tvrdimo da je g injekcija.
Neka su x1, x2 ∈ A ∪ C takvi da je x1 , x2. Ako su x1, x2 ∈ A, onda je g(x1) , g(x2) jer je
f injekcija.
Ako su x1, x2 ∈ C, onda je ocˇito g(x1) , g(x2). Ako je x1 ∈ A i x2 ∈ C, onda je g(x1) ∈ B,
g(x2) ∈ C pa zbog B ∩C = ∅ imamo g(x1) , g(x2).
Zakljucˇak: g je injekcija.
Stoga je
card (A ∪C) ≤ card (B ∪C) .
Imamo
k1 + k3 = card (A ∪C) ≤ card (B ∪C) = k2 + k3.
Definirajmo funkciju
h : A ×C → B ×C, h(a, c) = ( f (a), c) .
Tada je h injekcija, naime ako su x, x′ ∈ A × C takvi da je x , x′, onda je x = (a, c),
x′ = (a′, c′), gdje su a, a′ ∈ A i c, c′ ∈ C takvi da je a , a′ ili c , c′ pa slijedi f (a) , f (a′)
ili c , c′, stoga je h(x) , h(x′).
Stoga je
card (A ×C) ≤ card (B ×C) pa je k1 · k3 ≤ k2 · k3.





f funkcija | f : B→ A} .
Primjer 2.3.14. Neka su a, b i c takvi da je a , b, a , c i b , c.
Za x, y ∈ {a, b, c} neka je fxy : {1, 2} → {a, b, c} funkcija takva da je
fxy (1) = x i fxy (2) = y.
Tada je
{a, b, c}{1,2} = { faa, fab, fac, fba, fbb, fbc, fca, fcb, fcc} .
S druge strane za x,y, z ∈ {1, 2} neka je gxyz : {a, b, c} → {1, 2} funkcija takva da je
gxyz (a) = x, gxyz (b) = y i gxyz (c) = z.
Tada je
{1, 2}{a,b,c} = {g111, g112, g121, g122, g211, g212, g221, g222} .
Uocˇimo da skup {a, b, c}{1,2} ima 9 elemenata i 9 = 32 te da skup {1, 2}{a,b,c} ima 8 elemenata
i 23 = 8.
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Propozicija 2.3.15. Neka su S , T i V skupovi te neka su f : S → T i g : T → V funkcije.
(1) Ako je g ◦ f injekcija, onda je f injekcija.
(2) Ako je g ◦ f surjekcija, onda je g surjekcija.
Dokaz.
(1) Pretpostavimo da je g ◦ f injekcija. Neka su x1, x2 ∈ S , x1 , x2.
Tada je
(g ◦ f ) (x1) , (g ◦ f ) (x2) tj. g ( f (x1)) , g ( f (x2))
pa je ocˇito f (x1) , f (x2). Dakle, f je injekcija.
(2) Pretpostavimo da je g ◦ f surjekcija. Neka je z ∈ V .
Tada postoji x ∈ S takav da je
(g ◦ f ) (x) = z, tj. g ( f (x)) = z.
Time smo dokazali da za svaki z ∈ V postoji y ∈ T takav da je g(y) = z.
Prema tome, g je surjekcija.

Definicija 2.3.16. Neka je X skup. Definirajmo funkciju idX : X → X, idX(x) = x za svaki
x ∈ X. Za idX kazˇemo da je identiteta na skupu X.
Ocˇito je idX bijekcija.
Propozicija 2.3.17. Neka su S i T skupovi te neka su f : S → T i g : T → S funkcije takve
da je g ◦ f = idS te f ◦ g = idT . Tada je f bijekcija i f −1 = g.
Dokaz. Iz g◦ f = idS i tvrdnje (1) iz propozicije 2.3.15 slijedi da je f injekcija. Iz f◦g = idT
i tvrdnje (2) iz propozicije 2.3.15 slijedi da je f surjekcija.
Prema tome f je bijekcija.
Neka je y ∈ T . Tada je f −1 (y) = x, gdje je x ∈ S takav da je f (x) = y.
Slijedi
g ( f (x)) = g(y)
pa je
x = g(y) (jer je g ◦ f = idS ).
Dakle, f −1 (y) = g(y) za svaki y ∈ T . Prema tome f −1 = g. 
Lema 2.3.18. Neka su A, A′, B i B′ skupovi takvi da je A  A′ i B  B′. Tada je AB  A′B′ .
2.3. OSNOVNE OPERACIJE S KARDINALNIM BROJEVIMA 25
Dokaz. Neka su a : A → A′ i b : B → B′ bijekcije. Neka je Φ : AB → A′B′ funkcija
definirana s Φ( f ) = a ◦ f ◦ b−1 za svaki f ∈ AB te neka je Ψ : A′B′ → AB funkcija definirana
s Ψ(g) = a−1 ◦ g ◦ b za svaki g ∈ A′B′ .
Tvrdimo da je funkcija Φ bijekcija. To c´e slijediti iz propozicije 2.3.17 ako pokazˇemo da
je Φ ◦ Ψ = idA′B′ i Ψ ◦ Φ = idAB .
Neka je f ∈ AB.
Imamo
(Ψ ◦ Φ) ( f ) = Ψ (Φ( f )) = Ψ
(




a ◦ f ◦ b−1
)
◦ b = f .
Dakle,
(Ψ ◦ Φ) ( f ) = f = idAB( f ).
Prema tome Ψ ◦ Φ = idAB .
S druge strane, za svaki g ∈ A′B′ vrijedi
(Φ ◦ Ψ) (g) = Φ (Ψ(g)) = Φ
(




a−1 ◦ g ◦ b
)
◦ b−1 = g.
Prema tome, Φ ◦ Ψ = idA′B′ .
Zakljucˇak: Φ je bijekcija. Time je tvrdnja leme dokazana. 
Definicija 2.3.19. Neka su k1 i k2 kardinalni brojevi. Tada postoje skupovi A i B takvi da
je k1 = card A i k2 = card B. Definirajmo kardinalni broj k
k2






Uocˇimo da ova definicija ne ovisi o izboru skupova A i B. Naime, ako su A′ i B′ skupovi












Primjer 2.3.20. Za skup A neka je zA : ∅ → A prazna funkcija. Neka je k kardinalni broj.






= card {zA} = 1.
Dakle, k0 = 1 za svaki kardinalni broj k.







card ∅, ako je A , ∅
card {zA} , ako je A = ∅.
Iz ovoga zakljucˇujemo da je
0k =
{
0, ako je k , 0
1, ako je k = 0.
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Primjer 2.3.21. Neka je k kardinalni broj. Neka je A skup takav da je k = card A. Neka je
C bilo koji jednocˇlan skup. Neka je c takav da je C = {c}.
Imamo funkciju f : A→ C definiranu s f (x) = c za svaki x ∈ A.
Dakle, CA je neprazan skup.
S druge strane ako su f , g ∈ CA tj. f , g : A→ C, onda za svaki x ∈ A vrijedi f (x) = c = g(x)
pa ocˇito vrijedi f = g. Prema tome, CA je jednocˇlan skup.
Imamo
1k = card CA = 1.
Prema tome 1k = 1.
S druge strane, tvrdimo da je k1 = k. U tu svrhu dokazˇimo da je A  AC.
Definirajmo f : A → AC na sljedec´i nacˇin: za x ∈ A imamo da je f (x) : C → A funkcija
takva da je f (x)(c) = x.
Ako su x1, x2 ∈ A takvi da je x1 , x2, onda je f (x1) (c) , f (x2) (c) pa je f (x1) , f (x2).
Prema tome f je injekcija.
Nadalje, ako je g ∈ AC tada za x = g(c) vrijedi g = f (x) (jer se funkcije g i f (x) podudaraju
u jedinoj tocˇki svoje domene: g(c) = x, f (x) (c) = x). Prema tome f je surjekcija, time
smo pokazali da je A  AC.
Stoga je
k1 = card AC = card A = k.
Dakle, k1 = k.
Propozicija 2.3.22. Neka su a, b i c kardinalni brojevi. Tada vrijedi ab+c = ab · ac.
Dokaz. Odaberimo skupove A, B i C takve da je a = card A, b = card B i c = card C. Pri
tome mozˇemo pretpostaviti da su skupovi B i C disjunktni.
Imamo




















Stoga je dovoljno dokazati
AB∪C  AB × AC.
Uocˇimo sljedec´e: ako je f ∈ AB∪C, onda je f : B ∪C → A pa imamo restrikcije
f|B : B→ A i f|C : C → A,
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dakle (
f|B, f|C
) ∈ AB × AC.
Definirajmo
Φ : AB∪C → AB × AC sa Φ( f ) = ( f|B, f|C) , za svaki f ∈ AB∪C.
Tvrdimo da je Φ bijekcija. Neka su f1, f2 ∈ AB∪C takvi da je f1 , f2.
Imamo f1, f2 : B ∪C → A i f1 , f2 pa postoji x ∈ B ∪C takav da je f1(x) , f2(x).
Slijedi x ∈ B ili x ∈ C.
Ako je x ∈ B onda imamo (
f1|B
)













pa je f1|B , f2|B, a onda je ocˇito Φ ( f1) , Φ ( f2).
Do istog zakljucˇka dolazimo ako je x ∈ C.
Dakle, Φ ( f1) , Φ ( f2) pa zakljucˇujemo da je Φ injekcija.
Neka je w ∈ AB × AC. Imamo w = (g, h) gdje je g : B→ A i h : C → A.
Definirajmo f : B ∪C → A na sljedec´i nacˇin:
f (x) =
{
g(x), x ∈ B
h(x), x ∈ C.
Imamo f ∈ AB∪C i ocˇito vrijedi f|B = g i f|C = h.
Stoga je
Φ( f ) = (g, h) tj. Φ( f ) = w.
Time smo dokazali da je Φ surjekcija.
Dakle, Φ je bijekcija.
Prema tome
AB∪C  AB × AC pa je ab+c = ab · ac.

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, onda je f : C → AB pa za x ∈ B i y ∈ C imamo





Definirajmo funkciju Φ :
(
AB
)C → AB×C na sljedec´i nacˇin: za f ∈ (AB)C neka je
Φ( f ) : B ×C → A funkcija definirana sa




(x), za sve x ∈ B i y ∈ C.
Dokazˇimo da je Φ bijekcija.




takvi da je f1 , f2. Dakle, f1 i f2 su dvije razlicˇite funkcije sa C
u AB pa slijedi da postoji y ∈ C takav da je f1(y) , f2(y). Sada imamo da su f1(y) i f2(y)







(x), tj. Φ( f1)(x, y) , Φ( f2)(x, y).
Stoga je Φ( f1) , Φ( f2). Prema tome Φ je injekcija.
Neka je g ∈ AB×C. Dakle, g : B ×C → A.









. Odmah se vidi da je Φ( f ) = g. Time smo pokazali da je Φ surjekcija.






Propozicija 2.3.24. Neka je A skup. Tada je {0, 1}A  P(A).
Dokaz. Definirajmo funkciju Ψ : {0, 1}A → P(A) sa
Ψ( f ) = {x ∈ A | f (x) = 1} za svaki f ∈ {0, 1}A .
Neka su f1, f2 ∈ {0, 1}A, f1 , f2. Postoji x0 ∈ A takav da je f1(x0) , f2(x0).
Ocˇito je
f1(x0), f2(x0) ∈ {0, 1} .
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Ako je f1(x0) = 1, onda je f2(x0) = 0 te imamo x0 ∈ Ψ( f1) i x0 < Ψ( f2) pa je Ψ( f1) , Ψ( f2),
a ako je f1(x0) = 0, onda je f2(x0) = 1 pa analogno zakljucˇujemo da je Ψ( f1) , Ψ( f2).
U svakom slucˇaju je Ψ( f1) , Ψ( f2) pa zakljucˇujemo da je Ψ injekcija.
Neka je B ∈ P(A).
Definirajmo funkciju f : A→ {0, 1} sa
f (x) =
{
0, x ∈ A \ B
1, x ∈ B.
Ocˇito je Ψ( f ) = B. Dakle, Ψ je surjekcija, pa imamo da je Ψ bijekcija.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. 
Propozicija 2.3.25. Neka je S skup. Tada ne postoji surjekcija S → P(S ).
Dokaz. Pretpostavimo da postoji surjekcija f : S → P(S ).
Definirajmo
A = {x ∈ S | x < f (x)} .
Ocˇito je A ⊆ S , dakle A ∈ P(S ). Buduc´i da je f surjekcija postoji x0 ∈ S takav da je
f (x0) = A. Imamo dva slucˇaja:
(1) x0 ∈ A.
Dakle, x0 ∈ f (x0), a to znacˇi da x0 < A. Kontradikcija.
(2) x0 < A.
Dakle, x0 < f (x0), a to znacˇi da je x0 ∈ A. Kontradikcija.
U oba slucˇaja smo dobili kontradikciju. Zakljucˇujemo da ne postoji surjekcija S → P(S ).

Za skup S kazˇemo da je dvocˇlan ako postoje a i b takvi da je a , b i S = {a, b}.
Ako su S i T skupovi takvi da je S dvocˇlan, onda je S  T ako i samo ako je T dvocˇlan
skup. Stoga je kardinalni broj bilo kojeg dvocˇlanog skupa klasa svih dvocˇlanih skupova.
Tu klasu oznacˇavamo s 2. Dakle, 2 = card S za svaki dvocˇlani skup.
Neka su k1 i k2 kardinalni brojevi takvi da je k1 ≤ k2 i k1 , k2. Tada pisˇemo k1 < k2.
Propozicija 2.3.26. Za bilo koji kardinalni broj k vrijedi k < 2k.
Dokaz. Neka je k kardinalni broj. Neka je A skup takav da je k = card A.
Vrijedi
2k = card {0, 1}A
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pa iz propozicije 2.3.24 slijedi 2k = cardP(A).
Treba dokazati da je
card A ≤ cardP(A) i card A , cardP(A).
Prema propoziciji 2.3.25 ne postoji surjekcija A → P(A) pa ne postoji ni bijekcija A →
P(A), sˇto znacˇi da skupovi A i P(A) nisu ekvipotentni, a to povlacˇi card A , cardP(A).
Definirajmo funkciju f : A→ P(A) s
f (x) = {x} za svaki x ∈ A.
Neka su x1, x2 ∈ A takvi da je x1 , x2. Ocˇito je f (x1) , f (x2). Dakle, f je injekcija.
Time smo pokazali da je card A ≤ cardP(A).
Dakle, k < 2k. 
Propozicija 2.3.27. Neka su S i T neprazni skupovi takvi da postoji injekcija S → T. Tada
postoji surjekcija T → S .
Dokaz. Neka je f : S → T injekcija. Odaberimo s0 ∈ S .
Definirajmo g : T → S na sljedec´i nacˇin: neka je y ∈ T . Ako y < f (S ) onda definiramo
g(y) = s0. Ako je y ∈ f (S ) onda postoji jedinstveni x ∈ S takav da je f (x) = y pa
definiramo g(y) = x.
Na taj nacˇin smo definirali funkciju g : T → S za koju ocˇito vrijedi g ( f (x)) = x za svaki
x ∈ S , a sˇto povlacˇi da je g surjekcija. 
Propozicija 2.3.28. Neka su k1, k2 i k3 kardinalni brojevi takvi da je k1 ≤ k2. Tada vrijedi:
(1) kk13 ≤ kk23 ako je k1 , 0,
(2) kk31 ≤ kk32 .
Dokaz. Neka su A, B i C skupovi takvi da je k1 = card A, k2 = card B i k3 = card C.
(1) Iz k1 ≤ k2 slijedi da postoji injekcija A → B. Pretpostavimo da je k1 , 0. Prema
propoziciji 2.3.27 postoji surjekcija ϕ : B→ A (skup A je neprazan jer je k1 , 0).
Uocˇimo sljedec´e: ako je f ∈ CA, onda je f ◦ ϕ ∈ CB.
Definirajmo funkciju h : CA → CB sa
h( f ) = f ◦ ϕ.
Tvrdimo da je h injekcija.
Neka su f1, f2 ∈ CA takvi da je f1 , f2. To znacˇi da postoji x ∈ A takav da je
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f1(x) , f2(x). Kako je ϕ surjekcija postoji z ∈ B takav da je ϕ(z) = x.
Dakle,
f1 (ϕ(z)) , f2 (ϕ(z)) tj. ( f1 ◦ ϕ) (z) , ( f2 ◦ ϕ) (z).
Stoga je
f1 ◦ ϕ , f2 ◦ ϕ tj. h( f1) , h( f2).
Time smo pokazali da je h : CA → CB injekcija.
Prema tome, kk13 ≤ kk23 .
(2) Znamo da postoji injekcija ψ : A→ B.
Definirajmo funkciju h : AC → BC sa
h( f ) = ψ ◦ f za svaki f ∈ AC.
Dokazˇimo da je h injekcija. Neka su f1, f2 ∈ AC takvi da je f1 , f2. Tada postoji
x ∈ C takav da je f1(x) , f2(x).
Buduc´i da je funkcija ψ injekcija slijedi da je ψ ( f1(x)) , ψ ( f2(x)).
Dakle,
ψ ◦ f1 , ψ ◦ f2 tj. h( f1) , h( f2)






Definicija 3.1.1. Neka je S ⊆ R te M ∈ R. Kazˇemo da je M gornja meda skupa S ako za
svaki x ∈ S vrijedi x ≤ M.
Analogno definiramo pojam donje mede skupa.
Definicija 3.1.2. Ako je S ⊆ R te ako S ima barem jednu gornju medu onda kazˇemo da je
S odozgo omeden skup.
Analogno definiramo pojam odozdo omedenog skupa.
Definicija 3.1.3. Neka je S ⊆ R te neka je M ∈ S takav da je M gornja meda skupa S .
Tada za M kazˇemo da je maksimum skupa S .
Analogno definiramo pojam minimuma skupa.
Definicija 3.1.4. Neka je S ⊆ R te neka je A ∈ R takav da vrijedi sljedec´e:
1) A je gornja meda od S ,
2) A ≤ M za svaku gornju medu M od S .
Tada za A kazˇemo da je supremum skupa S .
Pretpostavimo da je S ⊆ R i da su A i B supremumi od S . Tada su A i B gornje mede
od S pa imamo da je A ≤ B (jer je A supremum) te B ≤ A (jer je B supremum).
Stoga je A = B. Prema tome, supremum skupa ako postoji mora biti jedinstven.
Pretpostavimo da je S ⊆ R te da je M maksimum skupa S . Tada je M gornja meda od
S (ocˇito) te za svaku gornju medu N od S vrijedi M ≤ N (jer je M ∈ S ).
Dakle, M je supremum skupa S .
Obratno, supremum skupa ne mora biti maksimum skupa, naime supremum skupa ne mora
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biti element tog skupa.
Naprimjer, neka je S = 〈−∞, 1〉. Ocˇito je 1 gornja meda od S , a kada bi postojala gornja
meda M od S takva da je M < 1, onda bi postojao x ∈ R takav da je M < x < 1, a to bi
znacˇilo da je x koji je element skupa S vec´i od gornje mede M, sˇto nije moguc´e. Prema
tome, 1 je supremum skupa S . Ocˇito 1 < S .
Ako skup ima supremum, onda je ocˇito odozgo omeden (i neprazan, naime prazan skup
nema supremum jer je svaki realan broj gornja meda od ∅ pa ne postoji najmanja gornja
meda od ∅). Obratno, svaki neprazan odozgo omeden skup ima supremum i to je posljedica
sljedec´e tvrdnje.
Aksiom potpunosti. Neka su A i B neprazni podskupovi od R takvi da je x ≤ y za svaki
x ∈ A i svaki y ∈ B. Tada postoji z ∈ R takav da je x ≤ z ≤ y za svaki x ∈ A i svaki y ∈ B.
Propozicija 3.1.5. Neka je S ⊆ R, neprazan odozgo omeden skup. Tada S ima supremum.
Dokaz. Neka je G skup svih gornjih meda skupa S . Tada za svaki x ∈ S i svaki y ∈ G
vrijedi x ≤ y.
Nadalje, G , ∅ jer je S odozgo omeden. Prema aksiomu potpunosti postoji A ∈ R takav da
je x ≤ A ≤ y za svaki x ∈ S i svaki y ∈ G. Ocˇito je A supremum skupa S . 
Definicija 3.1.6. Neka je S ⊆ R te neka je B ∈ R. Kazˇemo da je B infimum skupa S ako
vrijedi sljedec´e:
1) B je donja meda skupa S ,
2) B ≥ m za svaku donju medu m skupa S .
Analogno, kao i u slucˇaju supremuma vidimo da infimum skupa, ako postoji, mora biti
jedinstven.
Nadalje, ako je m minimum skupa S , onda je m i infimum skupa S .
Sljedec´a propozicija se dokazuje analogno kao prethodna.
Propozicija 3.1.7. Neka je S ⊆ R, neprazan odozdo omeden skup. Tada S ima infimum.
Definicija 3.1.8. Za skup S ⊆ R kazˇemo da je omeden ako je omeden odozgo i odozdo.
3.2 Niz i red
Definicija 3.2.1. Neka je S skup te neka je x : N→ S . Tada za x kazˇemo da je niz u S . Za
n ∈ N umjesto x(n) pisˇemo xn. Funkciju x oznacˇavamo i s (xn)n∈N ili (xn).
Definicija 3.2.2. Neka je (xn) niz u R te neka je a ∈ R. Kazˇemo da niz (xn) tezˇi ili ko-
nvergira prema a i pisˇemo xn → a ako za ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N takav da za ∀n ≥ n0 vrijedi
|xn − a| < ε. U tom slucˇaju za a kazˇemo da je limes niza (xn).
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Definicija 3.2.3. Za niz (xn) u R kazˇemo da je konvergentan ako postoji a ∈ R takav da
xn → a.
Primjer 3.2.4. Neka je c ∈ R te neka je (xn) niz u R definiran sa xn = c, ∀n ∈ N. Tada je
ocˇito da xn → c.
Definicija 3.2.5. Za niz (xn) u R kazˇemo da je omeden ako je {xn | n ∈ N} omeden skup u
R.
Definicija 3.2.6. Za niz (xn) u R kazˇemo da je rastuc´i ako za svaki n ∈ N vrijedi xn ≤ xn+1.
Definicija 3.2.7. Za niz (xn) uR kazˇemo da je padajuc´i ako za svaki n ∈ N vrijedi xn ≥ xn+1.
Lema 3.2.8. Neka je (xn) niz u R.
(1) Pretpostavimo da je (xn) rastuc´i niz. Tada za sve n, m ∈ N takve da je n ≤ m vrijedi
xn ≤ xm.
(2) Pretpostavimo da je (xn) padajuc´i niz. Tada za sve n, m ∈ N takve da je n ≤ m vrijedi
xn ≥ xm.
Dokaz.
(1) Fiksirajmo n ∈ N. Dokazˇimo indukcijom da za svaki m ≥ n vrijedi xn ≤ xm.
Tvrdnja je ocˇita za m = n.
Pretpostavimo da za neki m ≥ n vrijedi xn ≤ xm.
Prema pretpostavci imamo xm ≤ xm+1 stoga je xn ≤ xm+1. Time je tvrdnja dokazana.
(2) Tvrdnju dokazujemo analogno.

Propozicija 3.2.9. Neka je (xn) rastuc´i niz, te neka je a supremum skupa {xn | n ∈ N}. Tada
xn → a.
Dokaz. Neka je ε > 0. Tvrdimo da postoji n0 ∈ N takav da je a − ε < xn0 . U suprotnom bi
za svaki n ∈ N vrijedilo xn ≤ a−ε, sˇto bi znacˇilo da je a−ε gornja meda skupa {xn | n ∈ N},
a to nije moguc´e jer je a najmanja gornja meda skupa {xn | n ∈ N}.
Dakle, postoji n0 ∈ N takav da je a − ε < xn0 . Neka je n ≥ n0.
Tada je
a − ε < xn0 ≤ xn ≤ a < a + ε
pa je
xn ∈ 〈a − ε, a + ε〉 tj. |xn − a| < ε.
Dakle, za svaki n ≥ n0 vrijedi |xn − a| < ε. Prema tome, xn → a. 
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Propozicija 3.2.10. Neka je (xn) padajuc´i niz, te neka je a infimum skupa {xn | n ∈ N}.
Tada xn → a.
Dokaz. Neka je ε > 0. Tvrdimo da postoji n0 ∈ N takav da je xn0 < a + ε. U suprotnom bi
za svaki n ∈ N vrijedilo xn ≥ a +ε, sˇto bi znacˇilo da je a +ε donja meda skupa {xn | n ∈ N},
a ovo je u kontradikciji s cˇinjenicom da je a infimum skupa {xn | n ∈ N}.
Dakle, postoji n0 ∈ N takav da je xn0 < a + ε.
Sada, analogno kao u dokazu prethodne propozicije dobivamo da za svaki n ≥ n0 vrijedi
|xn − a| < ε. Prema tome, xn → a. 
Primjer 3.2.11. Neka je (xn) niz u R definiran sa xn = 1n . Tada xn → 0.
Dokaz. Dokazˇimo to. Ocˇito je (xn) padajuc´i niz. Prema prethodnoj propoziciji dovoljno
je dokazati da je 0 infimum skupa { 1n | n ∈ N}. Ocˇito je 0 donja meda skupa { 1n | n ∈ N}.
Pretpostavimo da postoji donja meda B ovog skupa, takva da je 0 < B. Odaberimo prirodan
broj n takav da je 1B < n. Slijedi
1
n < B, sˇto je u kontradikciji s cˇinjenicom da je B donja
meda skupa { 1n | n ∈ N}. Prema tome, 0 je infimum danog skupa. 
Korolar 3.2.12.
(1) Neka je (xn) rastuc´i i omeden niz. Tada je (xn) konvergentan.
(2) Neka je (xn) padajuc´i i omeden niz. Tada je (xn) konvergentan.
Dokaz.
(1) Skup {xn | n ∈ N} je omeden pa ima supremum (prema propoziciji 3.1.5). Iz propo-
zicije 3.2.9 slijedi da (xn) tezˇi tom supremumu. Dakle, (xn) je konvergentan niz.
(2) Tvrdnju dokazujemo analogno.

Propozicija 3.2.13. Neka je (xn) niz u R te neka su a, b ∈ R takvi da xn → a i xn → b.
Tada je a = b.






Kako xn → a postoji nε ∈ N takav da za svaki n ≥ nε vrijedi |xn − a| < ε.
Kako xn → b postoji n0 ∈ N takav da za svaki n ≥ n0 vrijedi |xn − b| < ε.
Neka je n = max{nε, n0}.
Imamo
2ε = |b − a| = |b − xn + xn − a| ≤ |b − xn| + |xn − a| < ε + ε = 2ε.
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Dakle, 2ε < 2ε sˇto je nemoguc´e. Zakljucˇujemo da je a = b. 
Definicija 3.2.14. Neka je (xn) niz u R. Za n ∈ N definiramo sn = ∑ni=1 xi. Za uredeni par
nizova ((xn) , (sn)) kazˇemo da je red i oznacˇavamo ga s
∑
xn.
Definicija 3.2.15. Ako je n ∈ N, onda za sn kazˇemo da je n-ta pracijalna suma reda ∑ xn.
Definicija 3.2.16. Neka je
∑
n∈N xn red te a ∈ R. Kazˇemo da je a suma reda ∑ xn ako je a
limes niza parcijalnih suma tog reda.




Definicija 3.2.17. Ako suma reda
∑
n∈N xn postoji (tj. ako je niz parcijalnih suma ovog reda
konvergentan), onda za red
∑
n∈N xn kazˇemo da je konvergentan.
Propozicija 3.2.18. Neka su xn i yn nizovi realnih brojeva, te neka su a, b ∈ R takvi da
xn → a i yn → b. Neka je λ ∈ R. Tada vrijedi:
(1) λxn → λa,
(2) −xn → −a,
(3) xn + yn → a + b.
Dokaz.
(1) Mozˇemo pretpostaviti da je λ , 0. Kako xn → a postoji n0 ∈ N takav da za svaki
n ≥ n0 vrijedi |xn − a| < ε|λ| .
Za svaki n ≥ n0 vrijedi
|λxn − λa| = |λ||xn − a| < |λ| · ε|λ| = ε.
Dakle, |λxn − λa| < ε za svaki n ≥ n0. Time je tvrdnja dokazana.
(2) Tvrdnja slijedi iz (1) za λ = −1.
(3) Neka je ε > 0.
Zbog xn → a postoji nε ∈ N takav da za svaki n ≥ nε vrijedi |xn − a| < ε2 .
Takoder, zbog yn → b postoji n0 ∈ N takav da za svaki n ≥ n0 vrijedi |yn − b| < ε2 .
Neka je
n1 = max{nε, n0}.
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Tada za svaki n ≥ n1 vrijedi




Dakle, | (xn + yn) − (a + b) | < ε za svaki n ≥ n1 pa vrijedi xn + yn → a + b.

Lema 3.2.19. Neka je q ∈ 〈0, 1〉. Tada vrijedi qn → 0.
Dokaz. Neka je n ∈ N.
Imamo
qn+1 = qn · q < qn.
Dakle, niz (qn)n∈N je padajuc´i. Stoga je dovoljno, prema propoziciji 3.2.10, dokazati da je 0
infimum skupa {qn | n ∈ N}. Ovaj skup je ocˇito odozdo omeden pa prema propoziciji 3.1.7
postoji infimum od {qn | n ∈ N}, oznacˇimo ga s m. Ocˇito je 0 donja meda skupa {qn | n ∈ N}
pa vrijedi 0 ≤ m.
Pretpostavimo da je 0 < m. Tada je m < 1qm iz cˇega zakljucˇujemo da
1
qm nije donja meda
skupa {qn | n ∈ N} (jer je m najvec´a donja meda tog skupa). Stoga postoji n ∈ N takav da je
qn < 1qm, iz cˇega slijedi da je q
n+1 < m a to je u kontradikciji s cˇinjenicom da je m infimum
skupa {qn | n ∈ N}.
Dakle, m = 0. 
Primjer 3.2.20. Neka je q ∈ 〈0, 1〉. Red ∑n∈N qn je konvergentan i ∑∞n=1 qn = q1−q .
Dokaz. Dokazˇimo to.






= q + q2 + . . . + qn
= q
(






1 − q + q
n −q




1 − q + q
n −q
1 − q za svaki n ∈ N.
Iz leme 3.2.19 i prve tvrdnje iz propozicije 3.2.18 slijedi da sn tezˇi u
q
1−q . 
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Propozicija 3.2.21. Neka je
∑
n∈N xn red takav da je xn ≥ 0 za svaki n ∈ N. Pretpostavimo
da postoji A ∈ R takav da je ∑ni=1 xi ≤ A za svaki n ∈ N. Tada je red ∑n∈N xn konvergentan
i 0 ≤ ∑∞n=1 xn ≤ A.
Dokaz. Neka je (sn) niz parcijalnih suma reda
∑
n∈N xn. Prema pretpostavci za svaki n ∈ N
vrijedi sn ≤ A.
Dakle, A je gornja meda skupa {sn | n ∈ N}.
Neka je
a = sup{sn | n ∈ N}.
Ocˇito je 0 ≤ a ≤ A.











pa zakljucˇujemo da je niz (sn) rastuc´i. Prema propoziciji 3.2.9 vrijedi sn → a.
Dakle, red
∑










Lema 3.2.22. Neka je (xn) rastuc´i niz te neka je a ∈ R takav da xn → a. Tada je xn ≤ a za
svaki n ∈ N.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji N ∈ N takav da je a < xN . Tada za svaki
n ≥ N vrijedi xn ≥ xN .
Neka je ε = xN − a. Tada je ε > 0 i a + ε = xN . Buduc´i da xn → a postoji n0 ∈ N takav da
za svaki n ≥ n0 vrijedi
|xn − a| < ε tj. xn ∈ 〈a − ε, a + ε〉.
Slijedi da je xn < a + ε tj. xn < xN za svaki n ≥ n0.
Neka je n = max{n0,N}. Tada je n ≥ n0 i n ≥ N tj. xn < xN i xn ≥ xN , a to je ocˇito
nemoguc´e. 
Propozicija 3.2.23. Neka je
∑





n=1 xn za svaki k ∈ N.
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a iz dokaza propozicije 3.2.21 slijedi da je niz (sk) rastuc´i.




xn za svaki k ∈ N.

Propozicija 3.2.24. Neka je
∑
n∈N xn konvergentan red te neka je c ∈ R. Tada je red∑
n∈N cxn konvergentan i
∑∞
n=1 cxn = c ·
∑∞
n=1 xn.
Dokaz. Neka je (sn) niz parcijalnih suma reda
∑
n∈N xn te neka je (zn) niz parcijalnih suma
reda
∑





cxk = c ·
n∑
k=1
xk = c · sn.






pa iz prve tvrdnje propozicije 3.2.18 slijedi
c · sn → c ·
∞∑
n=1




Time je tvrdnja propozicije dokazana. 




n∈N yn redovi takvi da je 0 ≤ xn ≤ yn za svaki n ∈ N
Pretpostavimo da je red
∑
n∈N yn konvergentan. Tada je konvergentan i red
∑




Dokaz. Neka je (sk) niz parcijalnih suma reda
∑
n∈N xn te neka je (zk) niz parcijalnih suma
reda
∑
n∈N yn. Neka je k ∈ N.











Dakle, sk ≤ ∑∞n=1 yn za svaki k ∈ N. Iz propozicije 3.2.21 slijedi tvrdnja leme. 
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3.3 Decimalni prikaz realnog broja
Propozicija 3.3.1. Neka je (an) niz u {0, . . . , 9}. Tada je red ∑n∈N an10n konvergentan i
0 ≤ ∑∞n=1 an10n ≤ 1.





















































Dokaz. Definirajmo niz realnih brojeva (γn) induktivno na sljedec´i nacˇin:
γ1 = 10x − b10xc,
γn+1 = 10γn − b10γnc za svaki n ∈ N. (3.1)
Uocˇimo da je γn ∈ [0, 1〉 za svaki n ∈ N.
Stoga je
0 ≤ 10γn < 10
pa je
b10γnc ∈ {0, . . . , 9}
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za svaki n ∈ N. Takoder, b10xc ∈ {0, . . . , 9}.
Definirajmo niz (an) u {0, . . . , 9} na sljedec´i nacˇin:
a1 = b10xc, an+1 = b10γnc za svaki n ∈ N.








za svaki n ∈ N. (3.2)









Dokazˇimo ovo indukcijom po n.
Imamo




= x − a1
10
.
Dakle, (3.3) vrijedi za n = 1.





















Dakle, (3.3) vrijedi za n + 1. Time smo dokazali da (3.3) vrijedi za svaki n ∈ N.



















za svaki n ∈ N. (3.4)
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Definicija 3.3.3. Neka je
∑




















Propozicija 3.3.4. Neka je
∑











Dokaz. Za k = 1 tvrdnja vrijedi prema (3.5).













































Lema 3.3.5. Neka je (xn) niz realnih brojeva te neka je a ∈ R takav da xn → a. Neka je
N ∈ N te neka je (yn) niz realnih brojeva definiran s yn = xn+N za svaki n ∈ N. Tada yn → a.
Dokaz. Neka je ε > 0. Tada postoji n0 ∈ N takav da za svaki n ≥ n0 vrijedi |xn − a| < ε.
Ako je n ≥ n0, onda je n + N ≥ n0 pa je |xn+N − a| < ε, tj. |yn − a| < ε. Dakle, yn → a. 
Propozicija 3.3.6. Neka je
∑
xn konvergentan red te neka je k ∈ N, k ≥ 2.
Definirajmo niz
(yn) , yn = xn+(k−1)







Dokaz. Neka je (si) niz parcijalnih suma reda
∑
yn te neka je (ti) niz parcijalnih suma reda∑


























si = ti+(k−1) −
k−1∑
n=1
xn za svaki i ∈ N. (3.6)
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Time je tvrdnja propozicije dokazana. 




yn konvergentni redovi takvi da je 0 ≤ xn ≤ yn za svaki n ∈ N





















Neka je (si) niz parcijalnih suma reda
∑
xn te neka je (ti) niz parcijalnih suma reda
∑
yn.
Oznacˇimo λ = yk − xk. Ocˇito je λ > 0.
Neka je i ∈ N.
Imamo










(yn − xn) ≥ yk − xk = λ.
Dakle,
ti+k − si+k ≥ λ za svaki i ∈ N. (3.8)
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Definirajmo niz (zi) sa zi = ti+k − si+k.








pa iz (3.7) i propozicije 3.2.18 slijedi zi → 0. Prema (3.8) vrijedi zi ≥ λ za svaki i ∈ N.
Kako zi → 0 postoji n0 ∈ N takav da za svaki i ≥ n0 vrijedi da je |zi − 0| < λ. Slijedi zi < λ













bn konvergentni redovi. Pretpostavimo da je k ∈ N takav da








Dokaz. Za k = 1 tvrdnja vrijedi prema prethodnoj lemi. Pretpostavimo da je k ≥ 2.
Definirajmo nizove (xn) i (yn) s
xn = an+(k−1)
yn = bn+(k−1) za svaki n ∈ N.













Za svaki n ∈ N vrijedi n + (k − 1) = (n − 1) + k ≥ k pa je prema pretpostavci leme
0 ≤ an+(k−1) ≤ bn+(k−1), tj. 0 ≤ xn ≤ yn.
Definirajmo n = m − k + 1. Zbog m ≥ k imamo n ∈ N.
Vrijedi
xn = a(m−k+1)+(k−1) = am < bm = b(m−k+1)+(k−1) = yn.
Dakle, xn < yn.







Iz ovoga i (3.9) slijedi tvrdnja leme. 
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Lema 3.3.9. Neka je
∑
an konvergentan red takav da je an ≥ 0 za svaki n ∈ N. Tada za





Dokaz. Za k = 1 tvrdnja slijedi iz propozicije 3.2.23.
Pretpostavimo da je k ∈ N, k ≥ 2. Definirajmo niz (xn) s xn = an+(k−1) za svaki n ∈ N. Za
svaki n ∈ N je xn ≥ 0 pa iz propozicije 3.2.23 slijedi da je x1 ≤ ∑∞n=1 xn.
Imamo







tj. (3.10) vrijedi. 









Dokaz. Za svaki n ∈ N definirajmo an = 910n i xn = an+k. Dakle, xn = 910n+k za svaki n ∈ N.



























































Pretpostavimo da ne postoji n0 ∈ N takav da je an = 9 za svaki n ≥ n0 te da ne postoji
n0 ∈ N takav da je bn = 9 za svaki n ≥ n0. Tada je an = bn za svaki n ∈ N.
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(3.12) je ocˇito za k = 1. Pretpostavimo da je k ≥ 2.
































































pa iz (3.15) slijedi (3.12).
Vrijedi ak , bk. Pretpostavimo da je ak < bk. Tada je ak + 1 ≤ bk. Prema pretpostavci





























































sˇto je u kontradikciji s (3.12).
Analogno dobivamo da pretpostavka bk < ak vodi na kontradikciju. Time je tvrdnja propo-
zicije dokazana. 
3.4 Kardinalni brojevi nekih skupova
Definicija 3.4.1. Definirajmo ℵ0 = cardN.
Propozicija 3.4.2. Vrijedi ℵ0 · ℵ0 = ℵ0.
Dokaz. Iz propozicije 1.2.4 i teorema 1.1.15 slijedi da postoji surjekcija s N u N × N. Iz
korolara 2.3.3 slijedi da je ℵ0 · ℵ0 ≤ ℵ0.
S druge strane, iz 1 ≤ ℵ0 i propozicije 2.3.13 slijedi da je 1 · ℵ0 ≤ ℵ0 · ℵ0, tj. ℵ0 ≤ ℵ0 · ℵ0
(propozicija 2.3.12).
Dakle, ℵ0 · ℵ0 = ℵ0 prema teoremu 2.2.5. 
Propozicija 3.4.3. Vrijedi 2ℵ0 = ℵℵ00 .
Dokaz. Imamo 2 ≤ ℵ0 pa prema drugoj tvrdnji iz propozicije 2.3.28 vrijedi 2ℵ0 ≤ ℵℵ00 .






= 2ℵ0·ℵ0 = 2ℵ0 ,
dakle ℵℵ00 ≤ 2ℵ0 . Time je tvrdnja propozicije dokazana. 
Definicija 3.4.4. Definirajmo c = cardR. Ovaj kardinalni broj nazivamo kontinuum.
Propozicija 3.4.5. Neka su a, b ∈ R, a < b. Tada je card〈a, b〉 = c.
Dokaz. Neka su u, v ∈ R, u < v.
Dokazˇimo da je
〈a, b〉  〈u, v〉. (3.17)
Definirajmo f : 〈a, b〉 → 〈u, v〉 sa
f (x) = (x − a) v − u
b − a + u.
50 POGLAVLJE 3. KONTINUUM
Dokazˇimo prvo da je funkcija f dobro definirana, tj. da je f (x) ∈ 〈u, v〉 za svaki x ∈ 〈a, b〉.
Neka je x ∈ 〈a, b〉. Tada je a < x < b pa je 0 < x−a < b−a. Mnozˇenjem ovih nejednakosti
s v−ub−a dobivamo
0 < (x − a) v − u
b − a < v − u tj. 0 < f (x) − u < v − u pa je u < f (x) < v.
Ocˇito je f injekcija.
Neka je y ∈ 〈u, v〉. Tada je 0 < y − u < v − u pa je
0 < (y − u)b − a
v − u < b − a, tj. a < (y − u)
b − a
v − u + a < b.
Definirajmo
x = (y − u)b − a
v − u + a.
Tada je x ∈ 〈a, b〉 i vrijedi f (x) = y. Prema tome, f je surjekcija.
Dakle, vrijedi 〈a, b〉  〈u, v〉.




1 − |x| .
Tvrdimo da je f bijekcija. Pretpostavimo da su x, y ∈ 〈−1, 1〉 takvi da je f (x) = f (y).
Imamo
x
1 − |x| =
y
1 − |y| (3.18)
pa je
x − x|y| = y − y|x|. (3.19)
Iz 1 − |x| > 0, 1 − |y| > 0 i (3.18) slijedi da su x i y istog predznaka. Sada lako slijedi da je
x|y| = y|x| pa iz (3.19) zakljucˇujemo da je x = y. Time smo dokazali da je f injekcija.




1 + |y| .
Vrijedi |x| = |y|1+|y| pa je ocˇito |x| < 1, tj. x ∈ 〈−1, 1〉.
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Vrijedi
















Dakle, f (x) = y. Prema tome f je surjekcija. Time smo dokazali da vrijedi 〈−1, 1〉  R.
Iz 〈a, b〉  〈−1, 1〉 slijedi 〈a, b〉  R pa je
card〈a, b〉 = cardR tj. card〈a, b〉 = c.

Teorem 3.4.6. Vrijedi 2ℵ0 = c.






i c = cardR








Pretpostavimo da su (an)n∈N , (bn)n∈N ∈ {0, 1}N takvi da je












pa iz propozicije 3.3.11 slijedi da je an = bn za svaki n ∈ N, tj. (an)n∈N = (bn)n∈N. Prema
tome f je injekcija pa slijedi 2ℵ0 ≤ c. Prema propoziciji 3.4.3 vrijedi 2ℵ0 = cardNN.
Nadalje, prema propoziciji 3.4.5 vrijedi da je card〈0, 1〉 = c.
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Definirajmo funkciju g : 〈0, 1〉 → NN na sljedec´i nacˇin: za x ∈ {0, 1} neka je g(x) =






(takav niz (an)n∈N postoji prema teoremu 3.3.2).
Pretpostavimo da su x, y ∈ {0, 1} takvi da je g(x) = g(y). Imamo da je g(x) = (an + 1)n∈N i























, tj. x = y.
Time smo dokazali da je g injekcija pa zakljucˇujemo da je c ≤ 2ℵ0 . Iz 2ℵ0 ≤ c i c ≤ 2ℵ0
slijedi tvrdnja teorema. 
Primjer 3.4.7.
(1) Vrijedi
ℵ0 + ℵ0 = 1ℵ0 + 1ℵ0 = (1 + 1)ℵ0 = 2ℵ0.
Nadalje, vrijedi
ℵ0 = 1ℵ0 ≤ 2ℵ0 ≤ ℵ0 · ℵ0 = ℵ0.
Stoga je 2ℵ0 = ℵ0. Dakle, ℵ0 + ℵ0 = ℵ0.
(2) Imamo
c · c = 2ℵ0 · 2ℵ0 = 2ℵ0+ℵ0 = 2ℵ0 = c.
Dakle, c · c = c.
(3) Vrijedi
c + c = 2c ≤ c · c = c.







Vrijedi c ≤ ℵ0 · c ≤ c · c = c. Stoga je ℵ0 · c = c. Dakle, cc = 2c.
Poglavlje 4
Usporedivost kardinalnih brojeva
4.1 Dobro uredeni skupovi
Definicija 4.1.1. Neka je S skup. Za svaki podskup od S ×S kazˇemo da je binarna relacija
na skupu S . Ako je ρ binarna relacija na skupu S , onda za x, y ∈ S umjesto (x, y) ∈ ρ
pisˇemo i xρy.
Neka je ≤ binarna relacija na skupu S . Za ≤ kazˇemo da je
1) refleksivna relacija na S ako za svaki x ∈ S vrijedi x ≤ x.
2) antisimetricˇna relacija na S ako za sve x, y ∈ S takve da je x ≤ y i y ≤ x vrijedi
x = y.
3) tranzitivna relacija na S ako za sve x, y, z ∈ S takve da je x ≤ y i y ≤ z vrijedi x ≤ z.
Definicija 4.1.2. Pretpostavimo da je S skup te da je ≤ refleksivna, antisimetricˇna i tran-
zitivna relacija na S . Za ≤ kazˇemo da je uredaj na S ako za sve x, y ∈ S vrijedi x ≤ y ili
y ≤ x. U tom slucˇaju za uredeni par (S ,≤) kazˇemo da je ureden skup.
Definicija 4.1.3. Neka je (S ,≤) ureden skup. Neka je A ⊆ S te a0 ∈ A. Kazˇemo da je a0
najmanji element od A u (S ,≤) ako za svaki x ∈ A vrijedi a0 ≤ x. Najmanji element od A
oznacˇavati c´emo s min A.
Definicija 4.1.4. Neka je (S ,≤) ureden skup takav da za svaki A ⊆ S takav da je A , ∅
vrijedi da A ima najmanji element u (S ,≤). Tada za (S ,≤) kazˇemo da je dobro ureden
skup.
Sljedec´i teorem navodimo bez dokaza, a dokaz se mozˇe nac´i u [3].
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Teorem 4.1.5. Neka je S skup. Tada postoji uredaj ≤ na S takav da je (S ,≤) dobro ureden
skup.
Definicija 4.1.6. Neka su (S ,≤) i (T,≤′) uredeni skupovi te neka je f : S → T. Za f
kazˇemo da je rastuc´a funkcija (s obzirom na ≤ i ≤′) ako za sve x, y ∈ S takve da je x ≤ y
vrijedi f (x) ≤′ f (y).
Definicija 4.1.7. Neka je (S ,≤) ureden skup te neka je T ⊆ S . Definirajmo binarnu rela-
aciju ≤′ na T tako da za t1, t2 ∈ T stavimo t1 ≤′ t2 ako je t1 ≤ t2.
Dakle,
≤′= {(t1, t2) ∈ T × T | (t1, t2) ∈≤} tj. ≤′= (T × T )∩ ≤ .
Uocˇimo da je (T,≤′) ureden skup. Za ≤′ kazˇemo da je uredaj na T induciran uredajem ≤.
Definicija 4.1.8. Neka je (S ,≤) ureden skup. Za x0 ∈ S definiramo
p(S ,≤) (x0) = {x ∈ S | x ≤ x0}.
Za p(S ,≤) (x0) kazˇemo da je pocˇetni dio od x0 u (S ,≤).
Neka je (S ,≤) ureden skup. Ako su x, y ∈ S takvi da je x ≤ y i x , y, onda pisˇemo
x < y. Uocˇimo sljedec´e: ako je x < y, onda ne vrijedi y ≤ x (tj. y  x). Obratno, ako ne
vrijedi da je y ≤ x, onda je x < y (imamo y  x, a to znacˇi da je x ≤ y te takoder x , y zbog
y  x). Pretpostavimo da su x,y i z takvi da je x ≤ y i y < z. Tada je x < z. Naime, imamo
x ≤ z (zbog tranzitivnosti relacije ≤). Kada bi vrijedilo x = z onda bismo imali da je y < x,
sˇto je nemoguc´e zbog x ≤ y, stoga je x , z.
Propozicija 4.1.9. Neka su (S ,≤) i (T,≤′) dobro uredeni skupovi. Ako su x0 ∈ S i y1, y2 ∈ T
takvi da postoje rastuc´e bijekcije f : p(S ,≤) (x0) → p(T,≤′) (y1) i g : p(S ,≤) (x0) → p(T,≤′) (y2)
(pri tome na zadanim uredajima gledamo inducirane uredaje), tada je y1 = y2 i f = g.
Dokaz. Neka je A skup svih x0 ∈ S koje imaju sljedec´e svojstvo: ako su y1, y2 ∈ T takvi
da postoje rastuc´e bijekcije
f : p(S ,≤) (x0)→ p(T,≤′) (y1)
i
g : p(S ,≤) (x0)→ p(T,≤′) (y2)
onda je y1 = y2 i f = g. Zˇelimo dokazati A = S , ako to dokazˇemo onda smo gotovi.
Pretpostavimo suprotno tj. da je A , S . Tada je S \ A , ∅ pa buduc´i da je (S ,≤) dobro
ureden skup, S \ A ima najmanji element u (S ,≤).
Neka je
α = min (S \ A) .
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Neka su y1, y2 ∈ T te neka su
f : p(S ,≤) (α)→ p(T,≤′) (y1) i g : p(S ,≤) (α)→ p(T,≤′) (y2)
rastuc´e bijekcije. Neka je x0 ∈ S takav da je x0 < α.
Tada je
p(S ,≤) (x0) ⊆ p(S ,≤) (α) .
Takoder iz x0 ∈ p(S ,≤) (α) slijedi






= p(T,≤′) ( f (x0)) . (4.1)
Neka je y ∈ f (p(S ,≤) (x0)). Tada postoji x ∈ p(S ,≤) (x0) takav da je f (x) = y. Slijedi da je
x ≤ x0 pa je
f (x) ≤′ f (x0) tj. y ≤′ f (x0).





) ⊆ p(T,≤′) ( f (x0)) .
Obratno, neka je y ∈ p(T,≤′) ( f (x0)). Ocˇito je y ∈ p(T,≤′) (y1) pa buduc´i da je f bijekcija
postoji x ∈ p(S ,≤) (α) takav da je f (x) = y. Tvrdimo da je x ≤ x0. Pretpostavimo suprotno.
Tada je x0 < x pa je f (x0) ≤′ f (x) (jer je f rastuc´a), no imamo i f (x0) , f (x) (jer je f
injekcija).
Dakle,
f (x0) <′ f (x) tj. f (x0) <′ y
sˇto je u kontradikciji s cˇinjenicom da je y ∈ p(T,≤′) ( f (x0)) . Prema tome, x ≤ x0 pa je
x ∈ p(S ,≤) (x0). Iz ovoga i y = f (x) slijedi y ∈ f (p(S ,≤) (x0)) .
Dakle,
p(T,≤′) ( f (x0)) ⊆ f (p(S ,≤) (x0)) .
Time smo pokazali da vrijedi (4.1).
Definirajmo funkciju
f ′ : p(S ,≤) (x0)→ p(T,≤′) ( f (x0)) , f ′(x) = f (x).
Funkcija f ′ je injekcija jer je f injekcija. Nadalje, f ′ je surjekcija zbog (4.1). Takoder,
imamo da je f ′ rastuc´a funkcija. Dakle, f ′ je rastuc´a bijekcija.
Posve analogno dobivamo da postoji rastuc´a bijekcija
g′ : p(S ,≤) (x0)→ p(T,≤′) (g (x0)) .
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Znamo da je x0 < α i α = min (S \ A) pa slijedi da x0 < S \ A. Dakle, x0 ∈ A.
Iz definicije skupa A slijedi da je f (x0) = g(x0). Prema tome, za svaki x0 ∈ S takav da je
x0 < α vrijedi
f (x0) = g(x0).
Tvrdimo da je f (α) = y1.
Pretpostavimo da je f (α) , y1. Sigurno je
f (α) ≤′ y1
(jer je α ∈ p(S ,≤) (α) i f : p(S ,≤) (α)→ p(T,≤′) (y1)) pa je f (α) <′ y1.
Buduc´i da je f bijekcija postoji x ∈ p(S ,≤) (α) takav da je y1 = f (x).
Imamo
x ≤ α pa je f (x) ≤′ f (α) ,
a iz ovoga i f (α) <′ y1 slijedi f (x) <′ y1. Ovo je u kontradikciji s cˇinjenicom da je
f (x) = y1.
Prema tome,
f (α) = y1.
Analogno dobivamo da je g (α) = y2.
Dokazˇimo da je y1 = y2. Pretpostavimo suprotno. Tada je y1 <′ y2 ili y2 <′ y1. Bez
smanjenja opc´enitosti mozˇemo pretpostaviti da je y1 <′ y2.
Vrijedi y1 ∈ p(T,≤′) (y2) pa buduc´i da je g : p(S ,≤) (α)→ p(T,≤′) (y2) bijekcija postoji
x ∈ p(S ,≤) (α) takav da je g(x) = y1. Imamo x ≤ α, a kada bi vrijedilo x = α onda bismo
imali da je y1 = g (α) = y2, sˇto je u kontradikciji s y1 <′ y2.
Stoga je
x < α pa imamo y1 = g(x) = f (x),
dakle y1 = f (x), a znamo da je y1 = f (α) pa slijedi f (x) = f (α) sˇto je u kontradikciji s
cˇinjenicom da je x < α te da je f injekcija.
Zakljucˇak: y1 = y2. Takoder, slijedi i f = g.
Na temelju ovoga zakljucˇujemo da je α ∈ A. To je u kontradikciji s cˇinjenicom da je
α = min (S \ A). Prema tome A = S i time je tvrdnja propozicije dokazana. 
Lema 4.1.10. Neka su (S ,≤) i (T,≤′) uredeni skupovi te neka su x0 ∈ S i y0 ∈ T. Neka je






= p(T,≤′) ( f (x)) (4.2)
te je funkcija g : p(S ,≤) (x)→ p(T,≤′) ( f (x)), g(z) = f (z), rastuc´a bijekcija.
4.2. HARTOGSOV TEOREM 57
Dokaz. Neka je z ∈ p(S ,≤)(x). Tada je z ≤ x pa je
f (z) ≤′ f (x)
tj.
f (z) ∈ p(T,≤′) ( f (x)) .




) ⊆ p(T,≤′) ( f (x)) .
Obratno, neka je w ∈ p(T,≤′) ( f (x)) . Tada je w ≤′ f (x), a f (x) ≤′ f (x0) (jer je x ≤ x0).
Stoga je
w ≤′ f (x0).
No, ocˇito f (x0) = y0 pa je
w ≤′ y0
tj.
w ∈ p(T,≤′) (y0) .
Buduc´i da je f bijekcija postoji z ∈ p(S ,≤) (x0) takav da je f (z) = w. Dokazˇimo da je z ≤ x.
Pretpostavimo suprotno. Tada je x < z pa iz cˇinjenice da je f rastuc´a injekcija slijedi da je
f (x) <′ f (z) tj. f (x) <′ w,
sˇto je u kontradikciji s cˇinjenicom da je w ∈ p(T,≤′) ( f (x)) .
Dakle,
z ≤ x tj. z ∈ p(S ,≤) (x) .
Odnosno, za svaki w ∈ p(T,≤′) ( f (x)) postoji z ∈ p(S ,≤) (x) takav da je w = f (z).
Prema tome,
p(T,≤′) ( f (x)) ⊆ f (p(S ,≤) (x)) .
Zakljucˇujemo da (4.2) vrijedi.
Funkcija g ocˇito je rastuc´a bijekcija. Time je tvrdnja leme dokazana. 
4.2 Hartogsov teorem
Kao sˇto i sam naziv ovog potpoglavlja govori, teorem koji slijedi poznat je kao Hartogsov
teorem.
Teorem 4.2.1. Neka su k1 i k2 kardinalni brojevi. Tada je k1 ≤ k2 ili k2 ≤ k1.
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Dokaz. Neka su S i T skupovi takvi da je k1 = card S i k2 = card T . Prema teoremu 4.1.5
postoje ≤ i ≤′ takvi da su (S ,≤) i (T,≤′) dobro uredeni skupovi.
Neka je
Ω = {x ∈ S | ∃y ∈ T i ∃ rastuc´a bijekcija p(S ,≤) (x)→ p(T,≤′) (y)}.
Uocˇimo da prema propoziciji 4.1.9 za svaki x ∈ Ω postoji jedinstveni y ∈ T takav da
postoji rastuc´a bijekcija p(S ,≤) (x)→ p(T,≤′) (y) .
Definirajmo funkciju h : Ω→ T na sljedec´i nacˇin: za x ∈ Ω neka je h(x) = y, pri cˇemu je y
(jedinstveni) element od T za kojeg postoji rastuc´a bijekcija p(S ,≤) (x)→ p(T,≤′) (y) .
Tvrdimo da je h rastuc´a injekcija. U tu svrhu dovoljno je dokazati sljedec´e: ako su x1,
x2 ∈ Ω takvi da je x1 < x2, onda je h(x1) <′ h(x2).
Neka su x1, x2 ∈ Ω takvi da je x1 < x2. Neka je y2 = h(x2).
Tada postoji rastuc´a bijekcija
f : p(S ,≤) (x2)→ p(T,≤′) (y2) .
Imamo
x1 ∈ p(S ,≤) (x2)
pa prema lemi 4.1.10 postoji rastuc´a bijekcija
p(S ,≤) (x1)→ p(T,≤′) ( f (x1)) .
Iz definicije funkcije h slijedi da je h(x1) = f (x1). Koristec´i cˇinjenicu da je f rastuc´a
injekcija dobivamo
h(x1) = f (x1) <′ f (x2) = y2 = h(x2), tj. h(x1) <′ h(x2).
Prema tome, h je rastuc´a injekcija.
TVRDNJA 1: Ako su x ∈ Ω i x′ ∈ S takvi da je x′ ≤ x, onda je x′ ∈ Ω.
Dokazˇimo ovu tvrdnju.
Pretpostavimo da su x ∈ Ω i x′ ∈ S takvi da je x′ ≤ x. Kako je x ∈ Ω postoje y ∈ T i
rastuc´a bijekcija
f : p(S ,≤) (x)→ p(T,≤′) (y) .




)→ p(T,≤′) ( f (x′)) .
Stoga je x′ ∈ Ω.
TVRDNJA 2: Ako su y ∈ h(Ω) i y′ ∈ T takvi da je y′ ≤′ y, onda je y′ ∈ h(Ω).
Dokazˇimo ovu tvrdnju.
Pretpostavimo da su y ∈ h(Ω) i y′ ∈ T takvi da je y′ ≤′ y.
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Slijedi da postoji x ∈ Ω takav da je h(x) = y. Iz ovoga zakljucˇujemo da postoji rastuc´a
bijekcija
f : p(S ,≤) (x)→ p(T,≤′) (y) .
Imamo y′ ∈ p(T,≤′) (y) pa buduc´i da je f bijekcija postoji x′ ∈ p(S ,≤) (x) takav da je f (x′) = y′.




)→ p(T,≤′) ( f (x′)) .




)→ p(T,≤′) (y′) .
Iz ovoga je ocˇito da je x′ ∈ Ω te da je h(x′) = y′.
Dakle, y′ ∈ h(Ω). Time je TVRDNJA 2 dokazana.
Dokazˇimo sada sljedec´e: postoji injekcija S → T ili postoji injekcija T → S .
Imamo dva slucˇaja.
(1) Ω = S .
Prema dokazanom, h : S → T je injekcija.
(2) Ω , S .
Tvrdimo da je h(Ω) = T . Pretpostavimo suprotno tj. da je h(Ω) , T.
Imamo da je S \Ω neprazan podskup od S pa buduc´i da je (S ,≤) dobro ureden skup,
S \Ω ima najmanji element.
Neka je
x0 = min (S \Ω) .
Isto tako zakljucˇujemo da skup T \ h(Ω) ima najmanji element (u (T,≤′)) pa neka je
y0 = min (T \ h(Ω)) .
Uocˇimo sljedec´e: ako je x ∈ S takav da je x < x0, onda je x ∈ Ω. Naime, u
suprotnom bismo imali da je x ∈ S \ Ω sˇto bi bilo u kontradikciji s cˇinjenicom da je
x0 = min (S \Ω) .
Nadalje, ako je y ∈ h(Ω), onda je y <′ y0 jer bismo u suprotnom imali y0 ≤′ y pa bi
TVRDNJA 2 povlacˇila da je y0 ∈ h(Ω), sˇto je prema definiciji od y0 nemoguc´e.
Dakle, ako je x ∈ S takav da je x < x0, onda je x ∈ Ω te je h(x) ∈ h(Ω) pa je
h(x) <′ y0.
Mozˇemo definirati funkciju




h(x), x < x0
y0, x = x0.
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Tvrdimo da je f rastuc´a bijekcija.
Pretpostavimo da su x1, x2 ∈ p(S ,≤) (x0) takvi da je x1 < x2.
Ako je x2 < x0, onda imamo i x1 < x0 pa je
f (x1) = h(x1) <′ h(x2) = f (x2) jer je h rastuc´a injekcija,
dakle f (x1) <′ f (x2).
Ako je x2 = x0, onda je x1 < x0 pa imamo
f (x1) = h(x1) <′ y0 = f (x0) = f (x2),
dakle f (x1) <′ f (x2).
Prema tome, za sve x1, x2 ∈ p(S ,≤) (x0) takve da je x1 < x2 vrijedi da je f (x1) <′ f (x2).
Time smo dokazali da je f rastuc´a injekcija.
Neka je
y ∈ p(T,≤′) (y0) .
Tvrdimo da postoji x ∈ p(S ,≤) (x0) takav da je f (x) = y.
To je ocˇito ako je y = y0. Pretpostavimo da je y <′ y0. Tada je y ∈ h(Ω) (prema
definiciji od y0) pa postoji x ∈ Ω takav da je h(x) = y.
Vrijedi da je x < x0, naime u suprotnom bismo imali x0 ≤ x pa bi iz TVRDNJE 1
slijedilo da je x0 ∈ Ω, a to je nemoguc´e prema definiciji od x0.
Dakle,
x ∈ p(S ,≤) (x0) i f (x) = h(x) = y.
Time smo dokazali da je f surjekcija.
Dakle, f je rastuc´a bijekcija pa je stoga x0 ∈ Ω. Kontradikcija.
Prema tome, h(Ω) = T . To znacˇi da je h surjekcija pa slijedi da je i bijekcija.
Postoji bijekcija T → Ω pa postoji injekcija T → S (jer je Ω ⊆ S ).
Dokazali smo sljedec´e:
postoji injekcija S → T ili postoji injekcija T → S .
Prema tome,
k1 ≤ k2 ili k2 ≤ k1.

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Rad je podijeljen u cˇetiri poglavlja. Prvo poglavlje je o konacˇnim i prebrojivim skupovima
u kojem smo definirali neke pojmove te iskazali i dokazali neke tvrdnje koje predstavljaju
osnovu za daljnje razumijevanje.
U drugom poglavlju govorimo o kardinalnim brojevima. Kako bismo definirali kar-
dinalni broj, govorimo o nepostojanju skupa svih skupova i uvodimo pojam klase. Kao
vazˇniju tvrdnju ovog poglavlja dokazujemo Cantor-Schro¨der-Bersteinov teorem te izno-
simo osnovne operacije s kardinalnim brojevima.
U trec´em poglavlju definiramo neke osnovne matematicˇke pojmove i dokazujemo bitne
tvrdnje iz matematicˇke analize koje su nam vazˇne za kljucˇne tvrdnje ovog poglavlja.
Za kraj, cˇetvrto poglavlje zapocˇinje s definicijom binarne relacije. U njemu govorimo o
dobro uredenim skupovima te dolazimo do usporedivosti kardinalnih brojeva, o kojoj nam
govori zadnja vazˇna tvrdnja ovog diplomskog rada.

Summary
This thesis is divided into four chapters. The first chapter deals with finite and infinite
countable sets in which we defined some notions and stated and proved some statements
which represent the foundation for the further understanding.
In the second chapter we are dealing with cardinal numbers. To define cardinal number,
we are proving that set of all sets does not exist and we are introducing the notion of a
class. As important statement of this chapter, we are proving the Cantor-Schro¨der-Berstein
theorem and providing basic operations with cardinal numbers.
In the third chapter we are defining some basic mathematical notions and proving im-
portant statements from the field of mathematical analysis which are of great importance
for this chapter.
In the end, the forth chapter starts with the definition of a binary relation. This chapter
deals with well-ordered sets and comparability of cardinal numbers which is especially
mentioned in the last important statement of this thesis.
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